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Ââåäåíèå

Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêè ñíèçó

äëÿ ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà çàäàííîé ôóíêöèè f(x) : X ⊇ Rn → R, ãäå X

� íåêîòîðûé ïðÿìîóãîëüíûé áðóñ èç Rn, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû

îñÿì êîîðäèíàò:

íàéòè min
x∈X

f(x). (1)

Òàê êàê ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ìîæíî ñâåñòè ê ïîèñêó

−min
x∈X

(
−f(x)

)
,

òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü çàäà÷è âèäà (1). Çàìåòèì, ÷òî â ïðèîðèòåòå

ó íàñ ñòîèò íàõîæäåíèå ñàìîé îöåíêè, à íå òî÷êè ìíîæåñòâà, â êîòîðîé è

äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðå-

øàåìîé. Ê ïðèìåðó, â 1984 ãîäó À.À. Ãàãàíîâûì [1] áûëî ñòðîãî ïîêàçàíî,

÷òî çàäà÷à ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ öåëåâûõ ôóíê-

öèé ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Îäèí èç ïîñëåäíèõ ýôôåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ â

ýòîì íàïðàâëåíèè � òåîðåìà Êèðôîòòà-Êðåéíîâè÷à [9], óòâåðæäàþùàÿ,

÷òî çà ïðåäåëàìè êëàññà âûïóêëûõ öåëåâûõ ôóíêöèé ðåøåíèå äàííîé çà-

äà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì.

Ìåòîäû îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî êàòåãîðèé, ÷òî è

ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.
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Ìåòîäû îïòèìèçàöèè

Òî÷å÷íûå Èíòåðâàëüíûå

Äåòåðìèíèðîâàííûå

Ñòîõàñòè÷åñêèå

Äåòåðìèíèðîâàííûå

Ñòîõàñòè÷åñêèå

Ðèñ. 1: Êëàññèôèêàöèÿ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

Êëàññ èíòåðâàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íå ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ðàç-

âèòûì. Îäíàêî ðàáîòû ïî ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ â äàííîì êëàññå, òàêèå êàê

[5�7] è [3], äàëè ïîëîæèòåëüíûå ðåçóëüòàòû è ïîêàçàëè öåëåñîîáðàçíîñòü

èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Çà îñíîâó èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè (ÈÀÌÊ) ìíîé

áûë âçÿò òðàäèöèîííûé (òî÷å÷íûé) ìóðàâüèíûé àëãîðèòì, ïðåäíàçíà÷åí-

íûé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà è îï-

òèìàëüíûõ ïóòåé íà ãðàôàõ.
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Ãëàâà 1

Èíòåðâàëüíûé àíàëèç

1.1 Âââåäåíèå â èíòåðâàëüíûé àíàëèç

Îïðåäåëåíèå 1.1 Çàìêíóòûé îòðåçîê a = [a,a ] âåùåñòâåííîé îñè R

áóäåì íàçûâàòü îäíîìåðíûì èíòåðâàëîì, ó êîòîðîãî a � ëåâûé (íèæ-

íèé), à a � ïðàâûé (âåðõíèé) êîíöû èíòåðâàëà a, òî åñòü:

a = [a,a ] = {x ∈ R |a 6 x 6 a}.

Ìíîæåñòâî îäíîìåðíûõ èíòåðâàëîâ a ⊆ R îáîçíà÷èì êàê IR.

Áóäåì íàçûâàòü a âûðîæäåííûì èíòåðâàëîì, åñëè åãî íèæíèé è âåðõ-

íèé êîíöû ñîâïàäàþò a = a, èíà÷å � íåâûðîæäåííûì. Òàêèì îáðàçîì, âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âûðîæäåííûå èíòåðâàëû a = [ a, a ],

a ∈ R.

Âñÿêèé èíòåðâàë ìîæíî ïîëíîñòüþ çàäàòü äâóìÿ ÷èñëàìè � íèæíèì è

âåðõíèì êîíöàìè. Îïðåäåëèì òàêæå íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ õàðàêòåðèñòèê

èíòåðâàëà: åãî ñåðåäèíó

mida = 1
2(a + a)

è ðàäèóñ
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rada = 1
2(a− a).

Ýêâèâàëåíòíûì ïîíÿòèåì ðàäèóñó èíòåðâàëà áóäåò åãî øèðèíà:

wida = a− a = 2 · rada.

Âûðîæäåííûé èíòåðâàë îáëàäàåò íóëåâîé øèðèíîé, ò. å. wid a = 0, a ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (ëèáî ìîäóëåì, ëèáî ìàãíèòó-

äîé) èíòåðâàëà a íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé òî÷åê

èíòåðâàëà a, ò. å. âåëè÷èíà

|a| := max{|a| | a ∈ a} = max{|a|, |a|}.

Êðîìå âûøåîïèñàííûõ ñóùåñòâóþò è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè èíòåðâà-

ëîâ, áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î êîòîðûõ, à òàêæå è èõ ñâîéñòâàõ âû

ìîæåòå íàéòè çäåñü [4].

Îïðåäåëåíèå 1.3 Óïîðÿäî÷åííûé êîðòåæ

a =


a1

a2,

...

an


,

ãäå äëÿ ëþáîãî i = 1, n êîìïîíåíòà ai åñòü îäíîìåðíûé èíòåðâàë èç IR,

áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëüíûì âåêòîðîì (èëè áðóñîì).

Ìíîæåñòâî èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò IR,

îáîçíà÷èì ÷åðåç IRn.
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëèòü àðèôìåòèêó íà ìíîæåñòâå èíòåð-

âàëîâ. Îïåðàöèè ìåæäó èíòåðâàëàìè áóäåì ïðîèçâîäèòü ¾ïî ïðåäñòàâèòå-

ëÿì¿, ò. å. â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì ïðèíöèïîì èíòåðâàëüíîé àðèôìå-

òèêè.

a ∗ b = {a ∗ b | a ∈ a, b ∈ b}, ãäå ∗ ∈ {+ ,− , · , / } (1.1)

Ðàçâ¼ðíóòîå îïðåäåëåíèå äëÿ èíòåðâàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,

ðàâíîñèëüíîå (1.1), çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

a + b = [a + b,a + b ], (1.2)

a− b = [a− b,a− b ], (1.3)

a · b = [ min{ab,ab, ab, ab} , max{ab, ab, ab, ab} ], (1.4)

a/b = a · [ 1/b, 1/b ], äëÿ 0 /∈ b. (1.5)

Äîêàçàòåëüñòâà èñòèííîñòè äàííûõ ôîðìóë ïðèâåäåíû â [4].

Îïðåäåëåíèå 1.4 Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà 〈 IR,+ ,− , · , / 〉, êîòîðàÿ îá-

ðàçîâàíà ìíîæåñòâîì âñåõ âåùåñòâåííûõ èíòåðâàëîâ ñ îïåðàöèÿìè ñëî-

æåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, îïðåäåë¼ííûìè ïî ôîðìóëàì

(1.2)�(1.5), íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêîé.

Òðåáóåò âíèìàíèÿ òîò ôàêò, ÷òî â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðèôìå-

òèêè îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ââîäÿòñÿ îòäåëüíî. Â ïîëå

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îíè îïðåäåëÿþòñÿ êàê îïåðàöèè, îáðàòíûå ñëîæå-

íèþ è óìíîæåíèþ. Íî â èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå â îáùåì ñëó÷àå âû÷è-

òàíèå íå îáðàòíî ñëîæåíèþ, à äåëåíèå � óìíîæåíèþ:

(a + b)− b 6= a, (a · b)/b 6= a.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñâóþò è îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ ýòèõ

îïåðàöèé, ò. å.:
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a− a 6= 0, a/a 6= 1.

Íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

íóëü, à îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ � åäèíèöà. Êðîìå òîãî, a · 0 =

0 · a = 0.

Íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ IR îïðåäåë¼íî ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ïî

îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ äðóã â äðóãà:

a ⊆ b ⇐⇒ a > b è a 6 b.

Èòàê, èìååò ìåñòî âåñîìîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ: äëÿ

ëþáûõ èíòåðâàëîâ a,a′, b, b′ ∈ IR è ëþáîé îïåðàöèè ∗ ∈ {+, −, ·, /}

a ⊆ a′, b ⊆ b′ ⇒ a ∗ b ⊆ a′ ∗ b′.

Èíòåðâàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñëåäó-

þùèìè ñâîéñòâàìè:

(a + b) + c = a + (b + c) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,

(ab)c = a(bc) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ,

a + b = b + a � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,

ab = ba � êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå îòñóòñòâóåò ñâîéñòâî äèñ-

òðèáóòèâíîñòè, ò. å. â îáùåì ñëó÷àå (a+b)c 6= ac+bc. Îäíàêî, èìååò ìåñòî

áûòü ÷óòü áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî ñóáòèñòðèáóòèâíîñòè

(a + b)c ⊆ ac + bc.

7



Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äèñòðèáóòèâíîñòü âñ¼ æå âûïîëíÿåòñÿ:

a(b + c) = ab + ac, åñëè a � âåùåñòâåííîå ÷èñëî,

a(b + c) = ab + ac, åñëè b, c > 0 èëè b, c 6 0.

Ðàññìîòðèì âàæíûé ðåçóëüòàò èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà, êîòîðûé áóäåò

èñïîëüçîâàí íàìè â äàëüíåéøåì.

Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ðàöè-

àíàëüíîé, åñëè çàäà¼òñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ êîíå÷-

íîé êîìáèíàöèåé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn è êîíñòàíò ñ ÷åòûðüìÿ àðèôìåòè-

÷åñêèìè îïåðàöèÿìè.

Òåîðåìà 1.1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè)

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ

x1, . . . , xn è äëÿ íå¼ îïðåäåë¼í ðåçóëüòàò f(x1, . . . ,xn) ïîäñòàíîâêè âìå-

ñòî àðãóìåíòîâ èíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ x1, . . . ,xn ∈ IR è âûïîëíå-

íèÿ âñåõ îïåðàöèé íàä íèìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè èíòåðâàëüíîé

àðèôìåòèêè. Òîãäà

{ f(x1, . . . , xn) |x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn } ⊆ f(x1, . . . ,xn), (1.6)

ò. å. f(x1, . . . ,xn) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)

íà (x1, . . . ,xn).

Åñëè âûðàæåíèå f(x1, . . . ,xn) ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó âõîæäå-

íèþ êàæäîé ïåðåìåííîé â ïåðâîé ñòåïåíè, òî â (1.6) âìåñòî âêëþ÷åíèÿ

âûïîëíÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Çà äîêàçàòåëüñòâîì äàííîé òåîðåìû, à òàêæå ïðèìåðàìè å¼ óïîòðåáëåíèÿ

âû ìîæåòå îáðàòèòüñÿ ê [4].
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ a è b èç IRn îïðå-

äåëèì êàê:

a · b =
n∑
i=1

ai · bi.

Îòìåòèì, ÷òî â èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå óìåñòíåå áóäåò ðàññìàòðè-

âàòü íå ñàìè ôóíêöèè, à èìåííî âûðàæåíèÿ, êîòîðûå èõ çàäàþò.

1.2 Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå

îáëàñòåé çíà÷åíèé ôóíêöèè

Ïîä èíòåðâàëüíûì îöåíèâàíèåì ïîíèìàåòñÿ çàìåíà òî÷íîé îáëàñòè çíà-

÷åíèé ôóíêöèè íà å¼ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó. Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü êàê

âíóòðåííåé, òàê è âíåøíåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåíèå èìåííî ïîñëåäíèõ.

Îïðåäåëåíèå 1.5 Èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : IRn → IRm íàçûâàåòñÿ

èíòåðâàëüíûì ïðîäîëæåíèåì òî÷å÷íîé ôóíêöèè f : Rn → Rm íà ìíîæå-

ñòâå D ⊂ Rn, åñëè f(x) = f(x) äëÿ âñåõ òî÷å÷íûõ àðãóìåíòîâ x ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Èíòåðâàëüíàÿ ôóíêöèÿ f : IRn → IRm íàçûâàåòñÿ

èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì òî÷å÷íîé ôóíêöèè f : Rn → Rm íà D ⊂ Rn,

åñëè îíà

� ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì ïðîäîëæåíèåì f ,

� ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ íà ID, ò. å. äëÿ ëþáûõ x,y ∈ ID èìååò

ìåñòî èìïëèêàöèÿ x ⊆ y ⇒ f(x) ⊆ f(y).

Â ñëåäñòâèè îñíîâíîé òåîðåìû èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè, åñëè f � èí-

òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äëÿ òî÷å÷íîé ôóíêöèè f , òî äëÿ âñÿêîãî áðóñà X

è ëþáîãî x ∈X ñïðàâåäëèâî
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f(x) = f(x) ∈ f(X),

ïîýòîìó çíà÷åíèå f(X) ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé èíòåðâàëüíîé îöåíêîé îáëàñòè

çíà÷åíèé ran (f,X) := { f(x) |x ∈X }.

Åñëè æå èíòåðâàëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèè f : ID → IRm óäîâëåòâîðÿåò

ran (f,X) ⊆ f(X),

òî ãîâîðèì, ÷òî f � âíåøíÿÿ îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ f íà D ⊆ Rn.

Íî âûðàæåíèÿ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûå ëèøü ÷åòûðüìÿ àðèôìåòè÷åñêè-

ìè îïåðàöèÿìè, îõâàòûâàþò óçêèé êëàññ ôóíêöèé, ïîýòîìó ðàñøèðèì ýòîò

êëàññ ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè, ò. å. òåìè, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-

ùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è êîìïîçèöèé èç ñëåäóþ-

ùèõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà (ìîäóëü), |x|,

ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, xα,

ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ax,

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, loga x,

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, sinx, cosx, tg x

îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, arcsinx, arccosx, arctg x.

Îïðåäåëåíèå 1.7 Àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç

ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, êîíñòàíò, ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé �

ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ � è ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-

öèé, áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.8 Eñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì íàçûâàåò-

ñÿ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ýëåìåíòàðíîãî ôóíêöèî-
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íàëüíîãî âûðàæåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû åãî àðãó-

ìåíòîâ íà èíòåðâàëû èõ èçìåíåíèÿ, à àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèé � íà èõ èíòåðâàëüíûå àíàëîãè è ðàñøèðåíèÿ.

Åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî âûðàæåíèÿ f îáîçíà÷àåòñÿ êàê f\, à åñëè êîíêðåòíûé âèä âûðàæåíèÿ

íåñóùåñòâåíåí, ìîæíî ãîâîðèòü î åñòåñòâåííîì èíòåðâàëüíîì ðàñøèðåíèè

f \ òî÷å÷íîé ôóíêöèè f .

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè îöåíîê îáëàñòåé çíà÷åíèé ôóíêöèé, ïî-

ëó÷åííûõ èõ èíòåðâàëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè. Åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå

ðàñøèðåíèå, ê ïðèìåðó, èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, î ÷¼ì ãîâîðèò

ïðåäñòàâëåííàÿ íèæå òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2 Åñëè f \ � åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ýëåìåí-

òàðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ f : Rn → R, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèï-

øèöåâûì ïî ôîðìå íà X ∈ IRn, òî

dist
(
f \(x), ran (f,x)

)
6 C‖wid x‖

äëÿ ëþáîãî áðóñà x ⊆X è íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, íå çàâèñÿùåé îò x.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè

èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ? Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííûå ôîðìû

èíòåðâàëüíûõ îöåíèâàþùèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 1.9 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f : Rn ⊃ D → R

èíòåðâàëüíàÿ îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèÿ f c(X) íà X ⊆ D èìååò öåíòðèðî-

âàííóþ ôîðìó ñ öåíòðîì c, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âåêòîð-ñòðîêè g ∈ IR1×n,
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çàâèñÿùåé îò X è c, îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

f c(X) = f(c) +
n∑
i=1

gi(X, c)(X i − ci), (1.7)

ãäå gi(X, c) � íåêîòîðûå èíòåðâàëû, çàâèñÿùèå îò X è c.

Èäåÿ òàêîé êîíñòðóêöèè öåíòðèðîâàííîé ôîðìû çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå èñ-

õîäíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ëèíåéíîé ôîðìîé (1.7), äëÿ êîòîðîé èí-

òåðâàëüíàÿ îöåíêà îáëàñòè çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé. Âûáîð êîýô-

ôèöèåíòîâ gi ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü f : Rn ⊇ D → R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà

îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà Rn, X ∈ ID, x, c � òî÷êè èç áðóñà X. Â ñèëó

èçâåñòíîé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåîðåìû î ñðåäíåì

f(x)− f(c) = f ′(ξ)(x− c),

ãäå ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî x è c, è

f ′(ξ) =

(
∂f

∂x1
(ξ), . . . ,

∂f

∂xn
(ξ)

)

� âåêòîð-ñòðîêà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f â òî÷êå ξ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = f(c) + f ′(ξ)(x− c).

Âçÿâ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî ξ ∈ X è

x ∈X, ïîëó÷àåì

f(x) ∈ f(c) + f ′(X)(X − c),

ãäå f ′(X) � âíåøíÿÿ èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′ íà áðóñåX.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé öåíòðèðîâàííîé

12



ôîðìû, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ êàê

fmv(X) := f(c) + f ′(X)(X − c). (1.8)

Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ.

Òåîðåìà 1.3 (òåîðåìà Êàïðàíè-Ìàäñåíà) Åñëè c = midX, à èíòåð-

âàëüíàÿ îöåíêà ïðîèçâîäíîé f ′(X) ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ, òî äèô-

ôåðåíöèàëüíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ôîðìà fmv(X), çàäàâàåìàÿ ïîñðåäòâîì

(1.8), òàêæå ìîíîòîííà ïî âêëþ÷åíèþ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîðÿäîê òî÷íîñòè öåíòðèðîâàííûõ ôîðì.

Òåîðåìà 1.4 (òåîðåìà Êðàâ÷èêà-Íîéìàéåðà) Ïóñòü f : Rn ⊇ D →

R � òî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ, X ∈ ID, c ∈ X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ IR1×n

� òàêàÿ èíòåðâàëüíàÿ âåêòîð-ñòðîêà, òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈X

f(x) = f(c) + g(x− c) ñ íåêîòîðûì g ∈ g.

Òîãäà èíòåðâàë f(c) + g(X − c) ñîäåðæèò îáëàñòü çíà÷åíèé ran (f,X) è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

dist
(
f(c) + g(X − c), ran (f,X)

)
6 2(rad g)|X − c|.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, ÷òî ‖wid g‖ 6 C‖wid X‖,

öåíòðèðîâàííûå ôîðìû èìåþò áîëåå âûñîêèé (âòîðîé) ïîðÿäîê òî÷íîñòè

îöåíèâàíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè, íåæåëè åñòåñòâåííûå èíòåðâàëü-

íûå ðàñøèðåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåä¼ííûõ âûøå òåîðåì (1.2)�(1.4) ìîæíî íàéòè â [4].
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1.3 Àëãîðèòìè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Äëÿ ïîäñ÷¼òà èíòåðâàëüíîé îöåíèâàþùåé ôóíêöèè fmv (1.8) âîñïîëü-

çóåìñÿ ìåòîäîì àëãîðèòìè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Àëãîðèòìè÷åñêèì (èëè àâòîìàòè÷åñêèì) äèôôåðåíöèðîâàíèåì íàçû-

âàåòñÿ ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé,

çàäàííûõ íåêîòîðûìè êîíå÷íûìè âûðàæåíèÿìè èëè êîìïüþòåðíûìè ïðî-

ãðàììàìè, êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ðàçáîðå èõ äåðåâà Êàíòîðîâè÷à.

Ïóñòü u = u(x) è v = v(x) � íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ îò ïåðåìåííîé x.

Òîãäà, ñîãëàñíî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèé, îáðàçîâàííûõ

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

(u+ v)′ = u′ + v′, (1.9)

(u− v)′ = u′ − v′, (1.10)

(uv)′ = u′v + uv′, (1.11)(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2
. (1.12)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííîå çíà÷åíèå îò ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ è

÷àñòíîãî ôóíêöèé u è v ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî íà îñíîâå ÷èñëîâûõ çíà÷å-

íèé ýòèõ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå ïàð âèäà (u, u′),

êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé, àðèôìå-
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òè÷åñêèå îïåðöèè ñîãëàñíî ïðàâèëàì, ñëåäóþùèì èç ôîðìóë (1.9)�(1.12):

(u, u′) + (v, v′) = (u+ v, u′ + v′), (1.13)

(u, u′)− (v, v′) = (u− v, u′ − v′), (1.14)

(u, u′) · (v, v′) = (uv, u′v + uv′), (1.15)

(u, u′)

(v, v′)
=

(
u

v
,
u′v − uv′

v2

)
. (1.16)

Åñëè çàäàííîå âûðàæåíèå âû÷èñëèòü ïî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì (1.13)�

(1.16), çàìåíèâ èñõîäíóþ ïåðåìåííóþ x íà ïàðû (x, 1), à êîíñòàíòû c �

íà ïàðû âèäà (c, 0), òî íà âûõîäå ïîëó÷èì ïàðó, ñîñòàÿùóþ èç ÷èñëåííûõ

çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ è ïðîèçâîäíîé îò íåãî â òî÷êå x.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âû-

ðàæåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü âõîæäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëèì

äëÿ íèõ äåéñòâèÿ íàä ïàðàìè:

exp
(
(u, u′)

)
= (expu, u′ expu),

sin
(
(u, u′)

)
= (sinu, u′ cosu),(

(u, u′)
)α

= (uα, αu′uα−1) è ò. ä.

Â èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå íà÷àëüíûìè ïàðàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðà-

æåíèÿ áóäóò ïðåäñòàâëåíû (x, 1), ãäå x - èíòåðâàë èç IR. À íà âûõîäå ìû

ïîëó÷èì ïàðó (u,u′), ãäå u åñòü åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå

âûðàæåíèÿ u, à u′ � èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà åãî ïðîèçâîäíîé.

Ýòè ðàññóæäåíèÿ òàêæå îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ çàâèñèò

îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà âñå îïåðàöèè áóäåì ïðîèçâîäèò ïîêîì-

ïîíåíòíî íàä óïîðÿäî÷åííûìè êîðòåæàìè èç âûðàæåíèÿ ôóíêöèè è å¼

âåêòîðà ãðàäèåíòà:
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(u, ux1, . . . , uxn).

Âû÷èñëåíèÿ æå áóäåì íà÷èíàòü ñ êîðòåæåé âèäà:

(x, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

ãäå åäèíèöà ñòîèò íà (i+ 1)-ì ìåñòå.
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Ãëàâà 2

Èíòåðâàëüíûé àëãîðèòì

ìóðàâüèíîé êîëîíèè

2.1 Òðàäèöèîííûé àëãîðèòì

ìóðàâüèíîé êîëîíèè

Ðàññìîòðèì òðàäèöèîííûé (òî÷å÷íûé) àëãîðèòì ìóðàâüèíîé êîëîíèè

äëÿ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà ãðàôàõ [8].

Â äàííîì àëãîðèòìå èçíà÷àëüíî åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî ïóòåé (Ðèñ. 2.1).

Ðèñ. 2.1: Ñõåìà òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè
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Â ïîèñêàõ åäû ìóðàâåé îòïðàâëÿåòñÿ èç êîëîíèè ïî âûáðàííîìó èì

ïóòè. Äâèãàÿñü, îí îñòàâëÿåò çà ñîáîé ñëåä èç ôåðîìîíîâ, êîòîðûé ñî âðå-

ìåíåì èñïàðÿåòñÿ.

×åì êîðî÷å ïóòü, òåì áîëüøåå êîëè÷åñòâî ìóðàâü¼â ïðîéä¼ò ïî íåìó çà

îäíî è òî æå âðåìÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî, êîðîòêèå ïóòè ñòàíóò áîëåå ïðèâëå-

êàòåëüíûìè, à äëèííûå � ïîñòåïåííî èñ÷åçíóò.

Âåðîÿòíîñòü Pij,k(t) òîãî, ÷òî k-é ìóðàâåé (âñåãî èõ m) âûáåðåò ïóòü

èç i-é âåðøèíû â j-þ çàâèñèò îò âèäèìîñòè j-é âåðøèíû ηij (ýòî åñòü

âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ðàññòîÿíèþ) è êîëè÷åñòâà ôåðîìîíîâ íà ïóòè ê íåé

τij(t), ãäå t � íîìåð òåêóùåãî øàãà àëãîðèòìà:

Pij,k(t) =


(τij(t))

α · (ηij)β∑
j∈Ji,k

(τij(t))
α · (ηij)β

, åñëè j ∈ Ji,k,

0, åñëè j /∈ Ji,k,

ãäå α è β � ðåãóëèðóåìûå ïàðàìåòðû ñòàäíîñòè è æàäíîñòè àëãîðèòìà, à

Ji,k � ñïèñîê âåðøèí, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîñåòèòü k-ìó ìóðàâüþ, íàõî-

äÿñü íà i-ì ïóòè.

Íà êàæäîì øàãå êîëè÷åñòâî ôåðîìîíîâ íà ïóòè èç i-é âåðøèíû â j-þ

îáíîâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

τij(t+ 1) = (1− p) · τij(t) +
m∑
k=1

∆τij,k(t),

∆τij,k(t) =


Q

Lk(t)
, åñëè (i, j) ∈ Tk(t),

0, åñëè (i, j) /∈ Tk(t),

ãäå Tk(t) � ìàðøðóò, ïðîéäåííûé k-ì ìóðàâü¼ì íà èòåðàöèè t, Lk(t) �

äëèíà ýòîãî ìàðøðóòà, Q � ðåãóëèðóåìûé ïàðàìåòð, êîòîðûé èìååò òîò
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æå ïîðÿäîê, ÷òî è äëèíà îïòèìàëüíîãî ïóòè, p � êîýôôèöèåíò èñïàðåíèÿ

ôåðîìîíà èç èíòåðâàë [ 0, 1 ].

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë X ⊂ R. Íà í¼ì ìû èìååì íåêîòîðóþ èíòåðâàëü-

íóþ îöåíêó çàäàííîé ôóíêöèè f(x) (Ðèñ. 2.2).

f(x)

x

f(x)

x

Ðèñ. 2.2: Áðóñû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíòåðâàëüíûå îöåíêè ôóíêöèè f(x)

Íà ïåðâîì øàãå àëãîðèòìà ìû äðîáèì áðóñ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè X ′

è X ′′. Äëÿ ïîëó÷åííûõ ïîäáðóñîâ òàê æå íàõîäèì èíòåðâàëüíûå îöåíêè.

Íà ñëåäóþùåì øàãå âûáèðàåì îäèí èç íèõ è ïðîäåëûâàåì àíàëîãè÷íûå

äåéñòâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íà êàæäîé øàãå àëãîðèòìà èìååì íåêîòîðîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî áðóñîâ. È ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ¾ïóòè¿ â àëãîðèòìå

ìóðàâüèíîé êîëîíèè. Âåðîÿòíîñòü æå ïðîéòè ïî íåêîòîðîìó èç ¾ïóòåé¿ áó-

äåò çàâèñåòü íå îò åãî äëèíû, êàê â òðàäèöèîííîì àëãîðèòìå, à îò íèæíåé

ãðàíèöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè ôóíêöèè íà í¼ì.

2.2 Äðîáëåíèå áðóñîâ

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò äðîáèòü áðóñû?
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Âûáîð êîìïîíåíòû äëÿ äðîáëåíèÿ îñóùåñòâëÿåì ïî ìàêñèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ ïðîèçâåäåíèÿ øèðèíû áðóñà íà ìàãíèòóäó åñòåñòâåííîãî èíòåð-

âàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî äàííîé êîìïîíåíòå [4].

max
i=1,n

(
widX i · |f ′xi(X)|

)
(2.1)

Òåì ñàìûì ìû ó÷èòûâàåì íå òîëüêî âåëè÷èíó êîìïîíåíòû áðóñà, íî åù¼

è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà í¼ì.

Âñå áðóñû è èõ õàðàêòåðèñòèêè ìû õðàíèì â ðàáî÷åì ñïèñêå. Ðàáî÷èé

ñïèñîê ïîääåðæèâàåì óïîðÿäî÷åííûì ïî âîçðàñòàíèþ íèæíåé ãðàíèöû èí-

òåðâàëüíî îöåíèâàþùåé ôóíêöèè f(X). Òîãäà 1-é ýëåìåíò ðàáî÷åãî ñïèñêà

ðàçìåðà N áóäåò èìåòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îöåíêè ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-

ìà ñíèçó:

f = min
i=1,N

f(Y (i)) = f(Y (1)),

ãäå Y (i) � áðóñ i-ãî ýëåìåíòà ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Âûáèðàåì áðóñ íåêîòîðûì ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ åãî ìåñòîïîëî-

æåíèå â ðàáî÷åì ñïèñêå.

Èçíà÷àëüíî âîçíèêëà èäåÿ ââåñòè äëÿ ëþáîãî k-ãî áðóñà âåëè÷èíó ηk,

çàäàâàåìóþ êàê:

ηk =
1

f(Y (k))− f + c
,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà ìàëîé âåëè÷èíû. À âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà

ýòîò k-é áðóñ îïðåäåëÿëàñü êàê:

Pk =
ηk
N∑
k=1

ηk

.
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Íî â òàêîì ñëó÷àå ïðè ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþùèõñÿ ðàçìåðàõ ðàáî÷åãî

ñïèñêà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà ýëåìåíòû èç åãî íà÷àëà çíà÷èòåëüíî ñíè-

æàëàñü, è ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà áûëà íèçêîé. Ïîýòîìó ìíîé

áûëî ðåøåíî èçìåíèòü âûáîð áðóñà äëÿ äðîáëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� Îñóùåñòâëÿåì áðîñàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû R ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì Eλ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî

fR(x) = λe−λx.

� Îïðåäåëÿåì íåêîòîðóþ ïðàâóþ ãðàíèöó d, âåðîÿòíîñòü çàéòè çà êî-

òîðóþ äîñòàòî÷íî ìàëà.

� Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà k-é áðóñ ðàáî÷åãî ñïèñêà ðàçìåðà N çàäà-

¼ì êàê

pk =

xk∫
xk−1

λe−λydy, (2.2)

ãäå xk = d · kN .

Ïîëó÷àåì, ÷òî pk = e−
λd(k−1)

N − e−
λdk
N .

� Åñëè æå îêàçàëîñü, ÷òî R > d, âûáèðàåì âåäóùèì 1-é ýëåìåíò ðàáî-

÷åãî ñïèñêà.

Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòð àëãîðèòìà d.
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fR(x)

1.5

x

(à)

0 1 2 3 4 5 6

fR(x)

1.5

x

(á )

0 1.5 3 4.5 6 7.5 9

Ðèñ. 2.3: Ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü λ = 1.5, d = 6 è ÷èñëî áðóñîâ â ðàáî÷åì ñïèñêå íà äàííîì øàãå

N = 6 (Ðèñ. 2.3(à)).

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà 1-é ýëåìåíò ðàáî÷åãî ñïèñêà áóäåò ðàâ-

íà ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìåæäó îñüþ àáöèññ è ãðàôèêîì ïëîò-

íîñòè íà èíòåðâàëå [ 0, 1 ].

Åñëè æå âçÿòü λ = 1.5, d = 9, N = 6 (Ðèñ. 2.3(á )), òî ïëîùàäü, îò-

íîñÿùàÿñÿ ê 1-ìó ýëåìåíòó ðàá÷åãî ñïèñêà óâåëè÷èòñÿ, è, êàê ñëåäñòâèå,

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà íåãî òàê æå âîçðàñò¼ò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà d è íåèçìåííîì ðàçìåðå ðà-

áî÷åãî ñèñêà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà ýëåìåíòû ñ íîìåðîì l > 1 óìåíüøà-

åòñÿ. È îáðàòíîå: ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ðàáî÷åãî ñïèñêà è íåèçìåííîì

d óìåíüøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà âñå áðóñû.

Â àëãîðèòìå áóäåì ðåãóëèðîâàòü ïàðàìåòð d íå íàïðÿìóþ, à îïèñàííûì

íèæå ñïîñîáîì.

Íàçíà÷àåì ïàðàìåòðó δ çíà÷åíèå, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè ïî-

ïàäàíèè çà ïðàâóþ ãðàíèöó d. Òî åñòü δ � åñòü ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé
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òðàïåöèè ìåæäó îñüþ àáöèññ è ãðàôèêîì ïëîòíîñòè íà èíòåðâàëå [ d,∞ ]:

∞∫
d

λe−λydy = δ.

Îòñþäà ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî d = −1

λ
ln δ.

Òàê êàê ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ ðàáî÷åãî ñïèñêà ðåæå äðîáÿòñÿ áðóñû

ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â åãî íà÷àëå, òî ââåä¼ì çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà δ îò

ýòîãî ñàìîãî ðàçìåðà ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Çàäàäèì íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïàðàìåòð δ êàê

δ =
10−β

N
,

ãäå β � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ èçíà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà d.

Êàê ìîæíî ïîíÿòü, ýòèì ìû èñêóññòâåííî óâåëè÷èâàåì âåðîÿòíîñòü ïîïà-

äàíèÿ íà íà÷àëüíûå ýëåìåíòû ðàáî÷åãî ñïèñêà.

Ïðè óñòàíîâêå äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà δ àëãîðèòì âûðàæ-

äàåòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó. Ñóòü ïîñëåäíåãî

çàêëþ÷àåòñÿ â äðîáëåíèè ïîïîëàì âñåãäà 1-ãî áðóñà ðàáî÷åãî ñïèñêà.

2.3 Çàäàíèå ôåðîìîíîâ

Ïî àíàëîãèè ñ òðàäèöèîííûì àëãîðèòìîì áóäåì íàçíà÷àòü i-ìó ¾ïóòè¿

íåêîòîðîå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà ôåðîìîíîâ. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå, êàê

óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ó÷èòûâàåòñÿ íå ¾äëèíà ïóòè¿, à íèæíÿÿ ãðàíèöà

èíòåðâàëüíîé îöåíêè íà áðóñå. Ïîýòîìó âìåñòî îòíîøåíèÿ
Q

Lk
èñïîëüçóåì

îòíîøåíèå åäèíèöû ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó ìèíèìàëüíîé íèæíåé îöåíêîé ïî

âñåìó ðàáî÷åìó ñïèñêó è îöåíêîé íà òåêóùåì áðóñå Z:

1

f(Z)− f
.
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Íî ÷òîáû ðåçóëüòàò äàííîãî âûðàæåíèÿ áûë îäíîçíà÷íî áîëüøå åäèíèöû,

íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì åãî:

1

f(Z)− f + 1
.

Çíà÷åíèå ôåðîìîíîâ τ äëÿ k-ãî áðóñà â ñïèñêå áóäåò íå îáíîâëÿòüñÿ, à

íàñëåäîâàòüñÿ åãî ïîäáðóñàìè Z ′ è Z ′′:

τ ′ = (1− p) · τk +
1

D′ + 1
, (2.3)

τ ′′ = (1− p) · τk +
1

D′′ + 1
, (2.4)

ãäå D′ = f(Z ′) − f, D′′ = f(Z ′′) − f, p ∈ [ 0, 1 ] � êîýôôèöèåíò èñïàðåíèÿ

ôåðîìîíà.

È òàêæå èçìåíèì çíà÷åíèå xk â ôîðìóëå çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ k-ãî

áðóñà (2.2) íà:

xk = d · τk
N∑
k=1

τk

.

2.4 Êðèòåðèé îñòàíîâêè

Åñòü äâà íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ êðèòåðèÿ îñòàíîâêè.

Ïåðâûé èç íèõ [4] çàäà¼òñÿ óñëîâèåì:

widf(Y ) = f(Y )− f(Y ) < ε,

ãäå ε � òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íèæíåé îöåíêè ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x), à

Y � âåäóþùèé áðóñ.
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f(x)

x

f(Y )

f(Y )

Â òàêîì ñëó÷àå ìû îïèðàåìñÿ íà âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû èíòåðâàëü-

íîé îöåíêè, ïîëó÷åííûå íà íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà. Áîëåå ÷óâñòâèòåëü-

íûì â íàøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ãäå íå òðåáóåòñÿ íàõîæäåíèå çíà÷åíèé àð-

ãóìåíòîâ, äîñòàâëÿþùèõ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, áóäåò âòîðîé êðèòåðèé [2]:

f− f < ε,

ãäå f = min
i=1,N

f(midY (i)) � îöåíêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñâåðõó, à Y (i) �

áðóñ i-ãî ýëåìåíòà ðàáî÷åãî ñïèñêà.

f(x)

x

f

f

Òåì ñàìûì ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçíèöó ìåæäó îöåíêàìè ãëîáàëüíîãî

ìèíèìóìà ñâåðõó è ñíèçó ïî âñåìó ðàáî÷åìó ñïèñêó, à íå íà êàêîì-òî êîí-

êðåòíîì øàãå. È ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè äàííîì êðèòåðèè ïîâûøàåòñÿ.
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Õðàíÿ â ïàìÿòè çíà÷åíèå f, ìîæíî ïðîèçâîäèòü î÷èñòêó ñïèñêà � óäà-

ëÿòü òå áðóñû, íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëüíîé îöåíêè êîòîðûõ áîëüøå ýòî-

ãî çíà÷åíèÿ.

Ïðè óãëóáëåíèè ÈÀÌÊ â íåêîòîðóþ îáëàñòü, ò. å. êîãäà ðàçíèöà ìåæäó

f è f ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ê ε, ÈÀÌÊ ñîâåðøàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ëèøíèõ

ïîïàäàíèé. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðè äîñòèæåíèè óñëîâèÿ

f− f < γ · ε, (2.5)

ãäå γ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, ñâåñòè àëãîðèòì ê ñòàíäàðòíîìó äåòåðìèíè-

ðîâàííîìó.

26



2.5 Ïñåâäîêîä ÈÀÌÊ

Âõîäíûå ïàðàìåòðû:

� X ⊆ Rn

� Èíòåðâàëüíàÿ îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèÿ f äëÿ f .

� Òî÷íîñòü ε > 0.

Âûõîäíûå ïàðàìåòðû:

� Îöåíêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà f ∗ ôóíêöèè f íà áðóñå X

ñ òî÷íîñòüþ ε.

27



ÈÀÌÊ:

Y ←X;

y ← f(Y );

f← f(midY );

τ ← 1;

èíèöèàëèçèðóåì ðàáî÷èé ñïèñîê L ← {(Y , y, τ)};

do while (f− f ≥ ε)

if (f− f < γ · ε) then âûïîëíÿåì äàëüíåéøèå øàãè ÈÀÌÊ

else ïåðåõîäèì ê ñòàíäàðòíîìó äåòåðìèíèðîâàííîìó àëãîðèòìó;

áðîñàåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó R ñ ðàñïðåäåëåíèåì Eλ;

ïî çíà÷åíèþ R îïðåäåëÿåì íîìåð l ýëåìåíòà ðàáî÷åãî ñïèñêà L;

íàçíà÷àåì âåäóùèì áðóñîì Z áðóñ l-ãî ýëåìåíòà ðàáî÷åãî ñïèñêà L;

âûáèðàåì êîìïîíåíòó k âåäóùåãî áðóñà ñîãëàñíî ïðàâèëó (2.1);

Z ′ ← (Z1, . . . , [Zk,midZk], . . . ,Zn); z′ ← f(Z ′);

Z ′′ ← (Z1, . . . , [midZk,Zk], . . . ,Zn); z′′ ← f(Z ′′);

îïðåäåëÿåì ôåðîìîíû τ ′ è τ ′′ ñîãëàñíî ïðàâèëàì (2.3)�(2.4);

if min
{
f(midZ ′), f(midZ ′′)} < f

then f← min
{
f(midZ ′), f(midZ ′′)};

óäàëÿåì âåäóùèé ýëåìåíò èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L;

ïðîèçâîäèì ÷èñòêó ðàáî÷åãî ñïèñêà L, ïîëüçóÿñü íîâûìè äàííûìè;

âíîñèì ýëåìåíòû (Z ′, z′, τ ′) è (Z ′′, z′′, τ ′′) â ðàáî÷èé ñïèñîê L,

ñîõðàíÿÿ óïîðÿäî÷åííîñòü;

end do

f ∗ ← f.

28



Ñòàíäàðòíûé äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì:

Y ←X;

y ← f(Y );

f← f(midY );

èíèöèàëèçèðóåì ðàáî÷èé ñïèñîê L ← {(Y , y)};

do while (f− f ≥ ε)

íàçíà÷àåì âåäóùèì áðóñîì Z áðóñ 1-ãî ýëåìåíòà ðàáî÷åãî ñïèñêà L;

âûáèðàåì êîìïîíåíòó k âåäóùåãî áðóñà ñîãëàñíî ïðàâèëó (2.1);

Z ′ ← (Z1, . . . , [Zk,midZk], . . . ,Zn); z′ ← f(Z ′);

Z ′′ ← (Z1, . . . , [midZk,Zk], . . . ,Zn); z′′ ← f(Z ′′);

if min
{
f(midZ ′), f(midZ ′′)} < f

then f← min
{
f(midZ ′), f(midZ ′′)};

óäàëÿåì âåäóùèé ýëåìåíò èç ðàáî÷åãî ñïèñêà L;

ïðîèçâîäèì ÷èñòêó ðàáî÷åãî ñïèñêà L, ïîëüçóÿñü íîâûìè äàííûìè;

âíîñèì ýëåìåíòû (Z ′, z′) è (Z ′′, z′′) â ðàáî÷èé ñïèñîê L, ñîõðàíÿÿ

óïîðÿäî÷åííîñòü;

end do

f ∗ ← f.

2.6 Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Êîä àëãîðèòìà áûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Kotlin, ðàáîòàþùåì íà JVM, ñ

èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè JInterval. JInterval ÿâëÿåòñÿ Java-áèáëèîòåêîé,

ïðåçäíàçíà÷åííîé äëÿ èíòåðâàëüíûõ âû÷èñëåíèé, êîòîðàÿ áûëà ðàçðàáî-

òàíà ýíòóçèàñòàìè èç Ðîññèè � Íàä¼æèíûìÄ.Þ., ÆèëèíûìÑ.È. è èõ

ó÷åíèêàìè.
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Íàä¼æèíÄ.Þ. è ÆèëèíÑ.È. ñîñòîÿò â êîíñèëèóìå IEEE, à òàêæå ÿâ-

ëÿþòñÿ àêòèâíûìè ðàçðàáîò÷èêàìè èíòåðâàëüíîãî ñòàíäàðòà âû÷èñëåíèé

IEEEP1788.

2.7 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Çàâåðøàþùèì ýòàïîì íàøåé ðàáîòû ñòàíóò ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ

àëãîðèòìà íà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèÿõ. Íèæå ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòà-

òîâ, ïîëó÷åííûõ:

� ÈÀÌÊ,

� ÈÀÌÊ, â êîòîðîì ôåðîìîíû íå ó÷èòûâàþòñÿ, à îñóùåñòâëåíî ëèøü

ñëó÷àéíîå áðîñàíèå,

� còàíäàðòíûì äåòåðìèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì.

Âðåìÿ óêàçûâàåòñÿ â ñåêóíäàõ.

Ôóíêöèÿ Cross-in-tray

f(x) = −0.0001

(∣∣∣∣∣sin(x1) sin(x2) exp

(∣∣∣∣∣100−
√
x21 + x22
π

∣∣∣∣∣
)∣∣∣∣∣+ 1

)0.1

Ïðè −10 6 x1, x2 6 10 ôóíêöèÿ èìååò 4 ìèíèìóìà:

f ∗ =



f(1.34941,−1.34941) = −2.06261,

f(1.34941, 1.34941) = −2.06261,

f(−1.34941, 1.34941) = −2.06261,

f(−1.34941,−1.34941) = −2.06261.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−4, óñðåäí¼ííûå

50-òüþ çàïóñêàìè.
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Ìåòîä Øàãîâ Âðåìÿ

ÈÀÌÊ 3857 1.815
ÈÀÌÊ(2) 3864 1.608
Ñòàíä. àëã. 3867 1.654

Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà

f(x) =
n−1∑
k=0

(
100(xi+1 − x2i )2 + (xi − 0.8)2

)
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0

1

−1
0

0

200

400

Âûøå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê äëÿ ðàçìåðíîñòè n = 2 íà èíòåðâàëàõ −1 6

x1, x2 6 1, ãäå â (0, 0) ðàñïîëîæåí ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöè f ∗ = 0.
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Ìû æå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîìåðíûé âàðèàíò ôóíêöèè ðàçìåðíîñòè

n = 6 Â ýòîì ñëó÷à ôóíöèÿ èìååò 1 òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, f ∗ =

0.080096.

Ìåòîä Øàãîâ Âðåìÿ

ÈÀÌÊ 70656 77.4
ÈÀÌÊ(2) 70674 74.9
Ñòàíä. àëã. 70656 70.4

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−4, óñðåäí¼ííûå

20-òüþ çàïóñêàìè.

Ôóíêöèÿ Áðàíèíà

f(x) =
(
x2 − 5.1

4π2x
2
1 − 6

)2
+10

(
1− 1

8π

)
cosx1 + 10

f ∗ =


f(−3.14159, 12.27500) = 0.397887,

f(−3.14159, 2.27500) = 0.397887,

f(9.42478, 2.47500) = 0.397887.

0
5

10

0

10

0

0.5

1

1.5

·106
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Íà ìíîæåñòâå −5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 15 ôóíêöèÿ èìååò 3 òî÷êè

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ìåòîä Øàãîâ Âðåìÿ

ÈÀÌÊ 629 0.087
ÈÀÌÊ(2) 630 0.060
Ñòàíä. àëã. 632 0.064

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−9, óñðåäí¼ííûå

ñòà çàïóñêàìè.

Ôóíêöèÿ Òðåêêàíè

f(x) = x41 + 4x31 + 4x21 + x22

−2

−1

0

−2−1.5−1−0.500.5
0

5

Ôóíêöèÿ èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì f ∗ = 0 â òî÷êå (0, 0) íà èíòåðâà-

ëàõ −5 6 x1, x2 6 5.

Ìåòîä Øàãîâ Âðåìÿ

ÈÀÌÊ 817 0.066
ÈÀÌÊ(2) 817 0.040
Ñòàíä. àëã. 817 0.033

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ε = 10−9, óñðåäí¼ííûå

ñòà çàïóñêàìè.
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Êàê ìîæíî çàìåòèòü, íà íåêîòîðûõ òåñòîâûõ ôóíêöèÿõ ÈÀÌÊ òðåáó-

åòñÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé îöåíêè ãëî-

áàëüíîãî ìèíèìóìà. Íî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðèõîäèòñÿ

äåëàòü äîïîëíèòåëüíûå ðàñ÷¼òû ôåðîìîíîâ, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèò-

ìà ñòàíîâèòñÿ âûøå.
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Çàêëþ÷åíèå

Öåëüþ ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû áûëî ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ êëàññà

ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåðâàëüíûõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ðàç-

ðàáîòêà òàêèõ àëãîðèòìîâ íàïðàâëåíà íà ïîëó÷åíèå áîëåå êà÷åñòâåííûõ

ðåçóëüòàòîâ íà ôóíêöèÿõ, èìåþùèõ áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ñëîæíûé ðå-

ëüåô èëè ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå.

Áûëà ïðîâåäåíà ïîèñêîâàÿ ðàáîòà, â õîäå êîòîðîé áûë ñîçäàí ïðèíöèïè-

àëüíî íîâûé àëãîðèòì � ÈÀÌÊ. Îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì èíòåðâàëüíûì

àëãîðèòìîì, çàèìñòâóþùèì èäåè èç òðàäèöèîííîãî àëãîðèòìà ìóðàâüè-

íîé êîëîíèè, è òåì íå ìåíåå óæå ïîêàçûâàåò íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå

ðåçóëüòàòû ïðè ñðàâíåíèè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì.

Ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ åù¼ áîëåå ýôôåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ èìååò ñìûñë

íåñêîëüêî óñëîæíèòü åãî. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîöåññ ðàñïàðàë-

ëåëèâàíèÿ: íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà äðîáèòü m áðóñîâ, îïåðàöèè íà

êàæäîì èç êîòîðûõ ïðîèçâîäèòü íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû, ìîæíî ñêàçàòü, áóäåì ïîñûëàòü â ïóòü m ìóðàâü¼â, à íå îäíîãî.

Ìíîãèå èç çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ æèçíåäå-

ÿòåëüíîñòè, ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷å ïîèñêà ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêóòàëüíîé íà òåêóùèé

äåíü, à âìåñòå ñ òåì ñëîæíîé çàäà÷åé. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå èíòåð-

âàëüíûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò ñîçäàòü íîâûå ýôôåêòèâíûå

àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé âîñòðåáîâàííîé ïðîáëåìû.
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