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1 Ââåäåíèå

Â ðåàëüíîé æèçíè, â îòëè÷èè îò òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê,

ìû íå âñåãäà ìîæåì ðàáîòàòü ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè íåîá-

õîäèìûõ íàì âåëè÷èí. Ïîðîé èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöû èõ èç-

ìåíåíèÿ. Ýòî ïîäâîäèò ÷åëîâåêà ê ñîçäàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî

àïïàðàòà äëÿ ðàáîòû ñ èíòåðâàëàìè, è èì ñòàë èíòåðâàëüíûé

àíàëèç, âîçíèêøèé â ñåðåäèíå ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ.

Äëÿ íà÷àëà ìû ðàçáåð¼ì, ÷òî òàêîå èíòåðâàë è èíòåðâàëü-

íûé àíàëèç, à òàêæå êàê ðàáîòàòü ñ èíòåðâàëüíûìè âåëè÷è-

íàìè â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè Octave.

Èíòåðâàë � ýòî çàìêíóòûé îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè (â

êîìïëåêñíîì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ñëîæíåå), è, êàê óæå ãîâî-

ðèëîñü, â êîíöåïöèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ìû ðàáîòàåì íå ñ

âåùåñòâåííûìè (êîìïëåêñíûìè) ÷èñëàìè, à ñ âåùåñòâåííûìè

(êîìïëåêñíûìè) èíòåðâàëàìè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé íà ÝÂÌ ìû

ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ. Ïðè ðàáîòå ñ èíòåðâàëüíûìè

ïåðåìåííûìè ìû çíàåì îáëàñòü èçìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

âåëè÷èíû. Ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ íåîáõîäèìûõ îïåðà-

öèé íàä èíòåðâàëîì ìû ïîëó÷àåì, â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõî-

äèòñÿ èíòåðåñóþùàÿ íàñ ïåðåìåííàÿ. Ýòî àêòóàëüíî âî ìíî-

ãèõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ

äîïóñòèìûìè íàãðóçêàìè, ãäå âàæíî çíàòü ïðèåìëåìûå îò-

êëîíåíèÿ îïðåäåë¼ííûõ âåëè÷èí.

Áîëüøèì ïëþñîì ðàáîòû ñ èíòåðâàëàìè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îøèáêà âû÷èñëåíèÿ íàêàïëèâàåòñÿ â ñàìîì îòâåòå. Ýòà îñî-
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áåííîñòü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîëüçó èññëåäîâàòåëÿ.

GNU Octave � ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìàÿ ñèñòåìà äëÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà, â ïåðâóþ

î÷åðåäü, äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, íî òàêæå õàðàêòåðèçóåò-

ñÿ ìîùíûì ìàòåìàòè÷åñêè îðèåíòèðîâàííûì ñèíòàêñèñîì ñî

âñòðîåííûìè èíñòðóìåíòàìè âèçóàëèçàöèè è ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî âû÷èñëåíèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïîïóëÿðíîé ñðåäîé ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ñî ñâîèì âûñîêîóðîâíåâûì ÿçûêîì, áëèçêèì ê ÿçû-

êó MATLAB. Èíòåðâàëüíûé ïàêåò äëÿ Octave îáåñïå÷èâà-

åò èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ñèñòåìû. Îí ñîçäàí Îëèâåðîì

Õàéìëèõîì (Ãåðìàíèÿ) è ïîìèìî ñîáñòâåííî èíòåðâàëüíîé

àðèôìåòèêè è ýëåìåíòàðíûõ èíòåðâàëüíûõ îïåðàöèé âêëþ-

÷àåò íåêîòîðûå ïðîöåäóðû äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ñòàíäàðòíûõ

çàäà÷ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî è

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñòàíäàðòó IEEE-1788 íà èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ.

À òàêèõ ñóùåñòâóåò íå òàê ìíîãî íà äàííûé ìîìåíò.

Ðàçðàáîòêà èíòåðâàëüíîãî ïàêåòà Octave íà÷àëàñü â ñåí-

òÿáðå 2014 ãîäà, è óæå â ÿíâàðå 2015 ãîäà áûë ãîòîâ ïåðâûé

âûïóñê ïàêåòà, êîòîðûé ñîäåðæàë ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé,

òðåáóåìûõ ñòàíäàðòîì. Ñàì ñòàíäàðò IEEE Std 1788-2015 áûë

ðàçðàáîòàí â èþëå 2014 ãîäà è áûë âíåñ¼í íà ðàññìîòðåíèå.

È óæå 11 èþíÿ 2014 ãîäà ñòàíäàðò áûë óòâåðæäåí. Ñåé÷àñ

æå èíòåðâàëüíûé ïàêåò Octave ÿâëÿåòñÿ çàêîí÷åííûì ïðî-

äóêòîì, êîòîðûé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ

íóæä èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.

Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ëèòåðàòóðû ïî ðàáîòå â Octave, íî
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íà ðóññêîì ÿçûêå íåò ðóêîâîäñòâà ïî èñïîëüçîâàíèþ å¼ èí-

òåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ. Ýòî è âûçâàëî íåîáõîäèìîñòü ìîåé

ðàáîòû.

Öåëüþ ìîåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàïèñàíèå ðóêîâîäñòâà ïîëü-

çîâàòåëÿ ïî èñïîëüçîâàíèþ èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ Octa-

ve. Îíî áóäåò âêëþ÷àòü îïèñàíèå áàçîâîé òåîðèè ïî èíòåð-

âàëüíîìó àíàëèçó, îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ðàáîòû ñ èíòåðâàëü-

íûì ïàêåòîì, à òàêæå ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëüíûõ

ìåòîäîâ.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

Èíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè [x, y] � ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë, ðàñ-

ïîëîæåííûõ ìåæäó çàäàííûìè ÷èñëàìè x è y, âêëþ÷àÿ èõ

ñàìèõ, ãäå x � ëåâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà, à y � ïðàâàÿ.

[x, y] = {ξ ∈ R | x ≤ ξ ≤ y} .

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðòîì IEEE-1788 èíòåðâàëû (èí-

òåðâàëüíûå âåëè÷èíû) âûäåëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì æèðíûì

øðèôòîì x = [x,x], ãäå íèæíÿÿ ÷åðòà íàä èíòåðâàëîì áóäåò

îáîçíà÷àòü åãî íèæíþþ ãðàíèöó, à âåðõíÿÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

âåðõíþþ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòèõ îáîçíà-

÷åíèé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû èí-

òåðâàëà ñîâïàäàþò, òî åãî íàçûâàþò òî÷å÷íûì (âûðîæäåí-

íûì) èíòåðâàëîì: x = [x, x].

Èíòåðâàë x íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè x ≥ x. Åñëè

æå x < x, òîãäà èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíûì. Â äàí-

íîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðàâèëüíûå, ïîñêîëüêó

òîëüêî îíè ðåàëèçîâàíû â Octave. Åñòü òåîðèè è àðèôìåòèêè,

êîòîðûå ðàáîòàþò òàêæå è ñ íåïðàâèëüíûìè èíòåðâàëàìè, íî

èõ îïèñàíèå ìû îïóñòèì.

Ââåä¼ì îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè, ÷òîáû îïðåäåëèòü èí-

òåðâàëüíóþ àðèôìåòèêó äëÿ äàëüíåéøåé ôîðìàëèçàöèè ðà-

áîòû ñ èíòåðâàëàìè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ

îïåðàöèé íàä èíòåðâàëàìè. Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çà-

äà÷è ñòîèò âûáèðàòü òîò, êîòîðûé áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò å¼

íóæäàì. Ìû æå ðàññìîòðèì ïðîñòîé, åñòåñòâåííûé ïðèíöèï
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ââåäåíèÿ îïåðàöèé íàä èíòåðâàëàìè

x ∗ y = {x ∗ y | x ∈ x, y ∈ y} ,

ãäå ∗ ∈ {+,−, ·, /}.
Ïðèâåä¼ì ðàçâ¼ðíóòûå ôîðìóëû îïåðàöèé íàä èíòåðâàëà-

ìè:

x + y =
[
x + y,x + y

]
,

x− y =
[
x− y,x− y

]
,

x · y =
[
min

{
xy,xy,yx,xy

}
,max

{
xy,xy,yx,xy

}]
,

1/x = [1/x, 1/x] , åñëè 0 /∈ x,

x/y = x · 1/y.

Äåëåíèå îäíîãî èíòåðâàëà íà äðóãîé íóëüñîäåðæàùèé èí-

òåðâàë íå îïðåäåëåíî. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñòàëêèâàòüñÿ

ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûïîëíåíèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ. Ïî áîëüøîìó

ñ÷¼òó èç-çà îäíîé òî÷êè íóëü â èíòåðâàëå ìû íå ìîæåì âû-

ïîëíèòü îïåðàöèþ. Ñíèìåì ýòî îãðàíè÷åíèå, ÷òîáû îïðåäå-

ëèòü òàê íàçûâàåìóþ ðàñøèðåííóþ èíòåðâàëüíóþ àðèôìå-

òèêó Êàõàíà < KhR,+,−, ·, / >, äåëåíèå â êîòîðîé îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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x/y =



[
x/y,∞

]
, åñëè x ≤ 0 è y = 0,

[−∞,x/y] ∪
[
x/y,∞

]
, åñëè x ≤ 0 è y < 0 < y,

[−∞,x/y] , åñëè x ≤ 0 è y = 0,

[−∞,+∞] , åñëè x < 0 < x,[
−∞,x/y

]
, åñëè x ≥ 0 è y = 0,[

−∞,x/y
]
∪ [x/y,∞] , åñëè x ≥ 0 è y < 0 < y,

[x/y,∞] , åñëè x ≥ 0 è y = 0.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñòü ðàçíûå àðèôìåòèêè äëÿ ðàáîòû

ñ èíòåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîñêîëüêó â Octave ðåàëèçî-

âàíà àðèôìåòèêà Êàõàíà (õîòü è ñ íåêîòîðûìè ïîïðàâêàìè,

î êîòîðûõ â ðàçäåëå ¾Ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòó¿), äàëåå áóäåò

ãîâîðèòüñÿ ïðî íå¼.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè èìååò ñìûñë âûïèñàòü, êàê ïðàâèëüíî

ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íûìè è ïîëóáåñêîíå÷íûìè èíòåðâàëàìè:

[x,x] + [−∞,y] = [−∞,x + y] ,

[x,x] +
[
y,∞

]
=
[
x + y,∞

]
,

[x,x] + [−∞,∞] = [−∞,∞] ,

[x,x]− [−∞,∞] = [−∞,∞] ,

[x,x]− [−∞,y] = [x− y,∞] ,

[x,x]−
[
y,∞

]
=
[
−∞,x− y

]
.

Îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ ñ íèìè îñóùåñòâëÿþòñÿ

íå÷àñòî, ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ðàáîòû ñ íèìè íå áûëè îïèñàíû.

Ðàññìîòðèì, êàêèìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæíî îïèñû-
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âàòü èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû. Èíòåðâàë ìîæåò áûòü çàäàí

ïîëíîñòüþ åãî êîíöàìè. Òàêæå äëÿ åãî îïèñàíèÿ ìîæíî ââå-

ñòè ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

mid x =
1

2
(x + x) � ñåðåäèíà èíòåðâàëà,

rad x =
1

2
(x− x) � ðàäèóñ èíòåðâàëà,

wid x = x− x � øèðèíà èíòåðâàëà.

Òàêæå ââåäåì ïîíÿòèÿ ìàãíèòóäû (ìîäóëÿ) è ìèãíèòóäû

èíòåðâàëà. Ìàãíèòóäà � ýòî íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé èíòåð-

âàëà:

|a| := max {|a| | a ∈ a} = max {|a| , |a|} .

À ìèãíèòóäà � ýòî íàèìåíüøåå èç àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé òî-

÷åê èíòåðâàëà:

〈x〉 := min {|x| | x ∈ x} =

{
max {|x| , |x|} , åñëè 0 /∈ x,

0, åñëè 0 ∈ x.

Ðàññìîòðèì âñåì èçâåñòíûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí äëÿ

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ x(y+z) = xy+xz äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈
R. Îäíàêî â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ñ ââåäåííûìè íàìè îïå-

ðàöèÿìè â îáùåì ñëó÷àå îí íå âûïîëíÿåòñÿ. Íî ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ñóáäèñòðèáóòèâíî-

ñòè

x(y + z) ⊆ xy + xz.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû � ýòî ìíîæåñòâà, ïîýòîìó îïåðà-

öèÿ âêëþ÷åíèÿ ïîíèìàåòñÿ â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ñìûñ-
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ëå.

Åùå îäíî ïðàâèëî íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èíòåðâàëüíóþ

àðèôìåòèêó. Â äàííîé òåîðèè

x− x 6= 0.

Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïðè âû÷èòàíèè ðàññ÷èòû-

âàåòñÿ èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ðàçíîñòü ìåæäó âñåìè âîçìîæ-

íûìè ðåçóëüòàòàìè äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ âíóò-

ðè x, à íå ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ îäèíàêîâûìè ÷èñëàìè.

Âàæíûì ðåçóëüòàòîì â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ÿâëÿåòñÿ îñ-

íîâíàÿ òåîðåìà èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè.

Òåîðåìà 1 . Ïóñòü f (x1, . . . , xn) � ðàöèîíàëüíàÿ âåùåñò-

âåííàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ x1, . . . , xn è äëÿ íå¼ îïðåäåëåí

ðåçóëüòàò f (x1, . . . ,xn) ïîäñòàíîâêè âìåñòî àðãóìåíòîâ

èíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ x1, . . . ,xn ∈ IR è âûïîëíåíèé âñåõ

äåéñòâèé íàä íèìè ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè.

Òîãäà

{ f (x1, . . . , xn) | x1 ∈ x1, . . . , xn ∈ xn} ⊆ f (x1, . . . ,xn) ,

òî åñòü f (x1, . . . ,xn) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

ôóíêöèè f (x1, . . . , xn) íà (x1, . . . ,xn). Åñëè âûðàæåíèå äëÿ

f (x1, . . . , xn) ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó âõîæäåíèþ

êàæäîé ïåðåìåííîé â ïåðâîé ñòåïåíè, òî âìåñòî âêëþ÷åíèÿ

âûïîëíÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ïîíÿòèé èíòåðâàëüíûõ

âåêòîðîâ è ìàòðèö.
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Åñëè a1, . . . ,an � ýòî èíòåðâàëû, òî âåêòîð-ñòîëáöîì áó-

äåì íàçûâàòü

a =


a1

a2

...

an


è ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ñòðîêîé

a = (a1, . . . ,an),

ãäå a1, . . . ,an ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.

Èíòåðâàëüíûå âåêòîðà ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåïèïåäû ñî ñòîðîíàìè, ïà-

ðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Â äàëüíåéøåì ìû èõ áóäåì

íàçûâàòü áðóñàìè.

Åñëè S � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn, òî åãî

èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êîé �S íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé ïî âêëþ-

÷åíèþ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, ñîäåðæàùèé S, òî åñòü �S �

ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ S.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûì îáúåêòîì,

íàèëó÷øèì îáðàçîì âíåøíå ïðèáëèæàþùèé çàäàííîå ìíî-

æåñòâî.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö. Èíòåð-

âàëüíîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, êîì-

ïîíåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû:
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A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

... ... . . . ...

am1 am2 . . . amn


Îáîçíà÷àòüñÿ îíè áóäóò ñëåäóþùèì îáðàçîì A = (aij).

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíòåðâàëüíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ èí-

òåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðà n× 1 èëè 1× n.
Íåîñîáåííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé A íàçûâàåòñÿ êâàä-

ðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà, òàêàÿ ÷òî ∀A ∈ A detA 6= 0.

Òàêèå îïåðàöèè êàê wid (A), rad (A) è mid (A) ïðèìåíÿ-

þòñÿ ê ìàòðèöå ïîêîìïîíåíòíî. Òåïåðü îïðåäåëèì ñëîæåíèå,

âû÷èòàíèå è óìíîæåíèÿ.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èíòåðâàëîâ ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿ-

ëîñü êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèå ìåæäó òî-

÷å÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè (òî÷êàìè âåùåñòâåííîé îñè). Â ñè-

ëó âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé óìíîæåíèå â ìíîãîìåðíîì

ñëó÷àå âûïîëíÿòü îïåðàöèþ ìåæäó êàæäûì òî÷å÷íûì ïðåä-

ñòàâèòåëÿì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäî¼ìêîé çàäà÷åé.

Ïîýòîìó ââåä¼ì îïåðàöèè ìåæäó ìàòðèöàìè äðóãèì îáðàçîì:

A ∗B = �{A ∗B | A ∈ A, B ∈ B},

ãäå ∗ ∈ {+,−, ·}. Èñõîäÿ èç ýòîãî, âûïèøåì îïåðàöèè íàä

âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè.

Ñóììà (ðàçíîñòü) äâóõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö îäíîãî ðàç-

ìåðà åñòü ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà, ïîëó÷åííàÿ ïîýëåìåíò-
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íûì ñëîæåíèåì (âû÷èòàíèåì) îïåðàíäîâ:

A±B =


a11 ± b11 a12 + b12 . . . a1n ± b1n

a21 ± b21 a22 ± b22 . . . a2n ± b2n
... ... . . . ...

am1 ± bm1 am2 ± bm2 . . . amn ± bmn


Åñëè A = (aij) ∈ KhRm×l è B = (bij) ∈ KhRl×n, òî ïðî-

èçâåäåíèå ìàòðèö A è B åñòü ìàòðèöà C = (cij) ∈ KhRm×n,

òàêàÿ ÷òî

cij =

l∑
k=1

aikbkj.

Òîëüêî äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåâîçìîæíûõ òî÷å÷íûõ ïðîèçâåäåíèé

ïðåäñòàâèòåëåé, êîãäà èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ KhRm×l

óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð b ∈ Rl:

Ab = {Ab | A ∈ A}.

Ñëîæåíèå � ýòî àññîöèàòèâíàÿ è êîììóòàòèâíàÿ îïåðà-

öèÿ, íî óìíîæåíèå òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè óìíî-

æåíèè ìàòðèö íóæíî ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ðàññòàíîâêè ñêîáîê

ñîìíîæèòåëåé. Íî íåêîòîðûå ïîëåçíûå ôàêòû ïðî ÷àñòíûå

ñëó÷àè óìíîæåíèÿ ìû ìîæåì ñêàçàòü.

1. Åñëè A = (aij) ∈ KhRm×l, B = (bij) ∈ Rl×k, C = (cij) ∈
Rl×n, òî

A(BC) ⊆ (AB)C;

2. Åñëè A = (aij) ∈ Rm×l, B = (bij) ∈ KhRl×k, C = (cij) ∈
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Rl×n, òî

(AB)C = A(BC).

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ èíòåðâàëüíîé îáðàòíîé ìàòðè-

öû. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ å¼ ââåäåíèÿ. Â íåèíòåð-

âàëüíîì ñëó÷àå ïîä îáðàòíîé ìàòðèöåé ÷àñòî ïîíèìàþò ìàò-

ðèöó A−1 òàêóþ, ÷òî AA−1 = I , ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Íî ïåðåëîæèòü ýòî îïðåäåëåíèå íà èíòåðâàëüíûé ñëó÷àé áó-

äåò íå ñîâñåì ðàçóìíîé èäååé, ïîñêîëüêó âî ââåä¼ííîé íàìè

àðèôìåòèêå íå äåéñòâóåò ïðàâèëî àññîöèàòèâíîñòè. Ïîýòî-

ìó, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ

óðàâíåíèé ñëåäóþùèå âûêëàäêè íåâåðíû (I � èíòåðâàëüíàÿ

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà):

Ax = b

A−1(Ax) = A−1b

(A−1A)x = A−1b

Ix = A−1b

x = A−1b

Ïðåäëîæèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáðàòíîé èíòåðâàëü-

íîé ìàòðèöû, è, êàê â òî÷å÷íîì ñëó÷àå, äëÿ íåîñîáåííûõ ìàò-

ðèö. Äëÿ ìàòðèöû A ∈ KhRn îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðè-

öåé áóäåì íàçûâàòü

A−1 = �{A−1 | A ∈ A}.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëüíîé

îáîëî÷êîé ìíîæåñòâî îáðàòíûõ äëÿ òî÷å÷íûõ ìàòðèö, ñîäåð-
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æàùèõñÿ â A.

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âåùåñòâåííûé ñëó÷àé èíòåðâà-

ëîâ, íî ñóùåñòâóåò òàêæå è êîìïëåêñíûé. Çäåñü óæå èíòåðâàë

ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì, ïðåäñòàâëåííûé ñâîåé äåéñòâèòåëüíîé

è ìíèìîé ÷àñòüþ.

Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîì-

ïëåêñíûõ èíòåðâàëîâ. ×àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà: â âèäå

ïðÿìîóãîëüíèêîâ è â âèäå êðóãîâ. Ïðÿìîóãîëüíûì êîìïëåêñ-

íûì èíòåðâàëîì a+ib, ãäå a, b ∈ KR, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

{z = a + ib ∈ C | a ∈ a, b ∈ b}.

Êðóãîâûì êîìïëåêñíûì èíòåðâàëîì < c, r >, c ∈ C, r ∈ R
è r > 0, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

{z ∈ C | |z − c| ≤ r}.

Ðèñ. 1: Êðóãîâîé êîìïëåêñíûé

èíòåðâàë

Ðèñ. 2: Ïðÿìîóãîëüíûé êîì-

ïëåêñíûé èíòåðâàë

Â Octave êîìïëåêñíûå èíòåðâàëû íå ðåàëèçîâàíû, ïîýòîìó

îãðàíè÷èìñÿ ëèøü èõ óïîìèíàíèåì.
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3 Octave

3.1 Íà÷àëî ðàáîòû

Octave ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûì ïðîãðàììíûì

îáåñïå÷åíèåì. Íà îôèöèàëüíîì ñàéòå

https://www.gnu.org/software/octave/download.html,

ãäå åãî ìîæíî ñêà÷àòü â çàâèñèìîñòè îò ÎÑ, êîòîðîé Âû ïîëü-

çóåòåñü (OS Linux, OS Windows), à òàêæå âûáðàòü âñå íóæíûå

äëÿ ïîëüçîâàíèÿ ïàêåòû. Â äàííîé ðàáîòå íàñ èíòåðåñóåò ïà-

êåò èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè. Ïðè êàæäîì çàïóñêå Octave

íåîáõîäèìî ïîäãðóçèòü èíòåðâàëüíûé ïàêåò ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì

>> pkg load interval

Èëè æå ìîæíî ïðîïèñàòü çàãðóçêó ïàêåòà â ñöåíàðèè íà-

÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè, ÷òîáû êàæäûé ðàç íå ïèñàòü ýòó êî-

ìàíäó. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî âûçûâàòü êîìàíäó help,

÷òîáû ïîäðîáíåå óçíàòü î âîçìîæíîñòÿõ, àðãóìåíòàõ è äðó-

ãèõ îñîáåííîñòÿõ ðàáîòû ñ èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèåé.

>> help infsupdec

>> help wid

Âàì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âñÿ âñòðîåííàÿ èíôîðìàöèÿ î ââå-

ä¼ííîé âàìè ôóíêöèè, à òàêæå ññûëêè, ãäå íàõîäèòñÿ ïîäðîá-

íîñòè ðàáîòû ñ íåé.

Îïèøåì ôóíäàìåíòàëüíóþ êîíöåïöèþ èíòåðâàëüíîãî ïà-

êåòà.
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1. Èíòåðâàëû � çàìêíóòûå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà R. Îíè
ìîãóò áûòü îãðàíè÷åíû èëè íåîãðàíè÷åíû, à òàêæå ïó-

ñòûìè. �inf è +inf ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé èëè

ïðàâîé ãðàíèöåé íåîãðàíè÷åííîãî èíòåðâàëà.

2. Îïðåäåëåíû ôóíêöèè îò èíòåðâàëà ñëåäóþùåì ñïîñîáîì:

ðåçóëüòàò ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì,

ñîäåðæàùåì âñå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé òî÷å÷íîé

ôóíêöèè, ãäå îíà îïðåäåëåíà.

3. Íå ðåàëèçîâàíà ðàáîòà ñ ìóëüòèèíòåðâàëàìè. Ïðî ýòî ïî-

äðîáíåå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4. Ðåàëèçîâàíû âûñîêîóðîâíåâûå ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ èí-

òåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè.

3.2 Îñîáåííîñòè àðèôìåòèêè

Ñêàæåì ïðî ñóùåñòâîâàíèå èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè Êà-

óõåðà, êîòîðàÿ áûëà ïîëó÷åíà ïóòåì ââåäåíèÿ îáðàòíûõ ïî

ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîë-

íîé. Íî íå êàæäàÿ àðèôìåòèêà îáëàäàåò ¾õîðîøèì¿ ñâîé-

ñòâîì àëãåáðàè÷åñêîé ïîëíîòû, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàì ñâî-

áîäíî ðàáîòàòü â íåé. Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàê-

òè÷åñêèõ çàäà÷ ïîëíîòîé àðèôìåòèêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ ÿ îïèñàëà òàê íàçûâà-

åìóþ ðàñøèðåííóþ èíòåðâàëüíóþ àðèôìåòèêó, êîòîðàÿ íî-

ñèò èìÿ Êàõàíà. Îíà ðåàëèçîâàíà íà Octave â óñå÷¼ííîì âè-

äå. Ïðè äåëåíèè íà èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé íóëü, ïî ïðàâèëàì

àðèôìåòèêè Êàõàíà ìû äîëæíû ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûé
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ìóëüòèèíòåðâàë (îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ èíòåðâàëîâ). Íî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîñëåäóþùåãî ïðèìåðà

ìû âèäèì, ÷òî ýòî íå òàê:

>> pkg load interval

>> a=infsup(1);

>> b=infsup(-1,1);

>> a/b

ans=[Entire]

Ïîä Entire çäåñü ïîíèìàåòñÿ âñÿ âåùåñòâåííàÿ îñü R.
Êàê âû ìîãëè óæå çàìåòèòü, ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé, ñè-

ñòåìà âûäàåò íàì å¼ ðåçóëüòàò. Åñëè æå ìû õîòèì åãî ñêðûòü,

òî íåîáõîäèìî ñòàâèòü ¾;¿ â êîíöå êîìàíäû.

Äëÿ ïðîñòîòû â èíòåðâàëüíîì ïàêåòå Octave íå áûëà ðå-

àëèçîâàíà ðàáîòà ñ ìóëüòèèíòåðâàëàìè. Ìóëüòèèíòåðâàëîì

íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåð-

âàëîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ìû óáåäèëèñü, ÷òî èíòåð-

âàë ]− 1,+1[ (ãäå ¾îáðàòíûå¿ ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî ãðàíèöà

èíòåðâàëà íå ïðèíàäëåæèò åìó), êîòîðûé äîëæåí áûòü èñ-

êëþ÷¼í èç ðàññìîòðåíèÿ, ìû âêëþ÷àåì â îòâåò.

Òàêèì îáðàçîì â èíòåðâàëüíîì ïàêåòå Octave ðåàëèçîâàíû

íå â òî÷íîñòè ðàñøèðåííàÿ àðèôìåòèêà Êàõàíà, à å¼ óðåçàí-

íàÿ âåðñèÿ. Íåñìîòðÿ íà âñå ýòè äîïóùåíèÿ, êàñàåìûå àðèô-

ìåòèêè, ìû èìååì òåõíè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ

íóæä èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.
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3.3 Îêðóãëåíèå

Ìàøèííî ïðåäñòàâèìûå ÷èñëà íà ÝÂÌ (÷èñëà ñ ïëàâàþùåé

çàïÿòîé) � ýòî âåùåñòâåííûå ÷èñëà, êîòîðûå â ïàìÿòè êîì-

ïüþòåðà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåííû ñ ïîìîùüþ ìàíòèññû è

ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ñ îïðåäåë¼ííîé òî÷íîñòüþ (�oat èëè doub-

le). Åñëè ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ, òî íà íåé èõ

ìîæíî îòìåòèòü. Òàêæå åñòü è ìàøèííî íåïðåäñòàâèìûå ÷èñ-

ëà. Îêðóãëåíèå ïðîèñõîäèò ïîñëå êàæäîé îïåðàöèè, òåì ñà-

ìûì íàêàïëèâàÿ íåêîòîðóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ. Ïðè

âûïîëíåíèÿ äåéñòâèé íàä èíòåðâàëàìè ìû ïîëó÷àåì íîâûå

èíòåðâàëû. Èíòåðâàë ìîæíî çàäàòü åãî êîíöàìè, è ìîæåò

îêàçàòüñÿ, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ìàøèííî ïðåäñòàâèìûìè ÷èñ-

ëàìè. Òîãäà ñòîèò ðåøèòü, â êàêóþ ¾ñòîðîíó¿ ïðîèçâîäèòü

îêðóãëåíèå. Â Octave ðåàëèçîâàíà òåõíîëîãèÿ âíåøíåãî íà-

ïðàâëåííîãî îêðóãëåíèÿ, òî åñòü ëåâûé êîíåö ðåçóëüòèðóþ-

ùåãî èíòåðâàëà îêðóãëÿåòñÿ äî ìàøèííî ïðåäñòàâèìîãî ÷èñ-

ëà â íàïðàâëåíèè −∞, à ñëó÷àå ïðàâîãî êîíöà â íàïðàâëåíèè

+∞. Òàêèì îáðàçîì ó íàñ ïðîèñõîäèò ðàñøèðåíèå èíòåðâàëà,

÷òî íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-

òàòîâ. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû èçáåãàåì ñèòóàöèè, êîãäà ïðè

ñóæåíèè èíòåðâàëà òåðÿåòñÿ êàêèå-òî çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå

íàì. Ýòîò ¾ïëîõîé¿ ñëó÷àé ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè îêðóãëåíèè

ê áëèæàéøåìó ìàøèííî ïðåäñòàâèìîìó ÷èñëó. Âñå ðàññóæ-

äåíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíûõ èíòåð-

âàëîâ, à òàêæå íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.

Èíòåðâàëüíûé ïàêåò ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷-

íîñòü âû÷èñëåíèé âûøå, ÷åì â ÿäðå ñàìîé Octave. Â ñèëó
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ýòîãî, ìîæíî ðàñ÷èòûâàòü íà ïîëó÷åíèå òî÷íûõ àäåêâàòíûõ

ðåçóëüòàòîâ.

3.4 Çàäàíèå èíòåðâàëîâ

Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïàòü ê ðàáîòå, ìû îïðåäåëèì, êàê ìîæ-

íî çàäàâàòü èíòåðâàëû â Octave. Ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñïî-

ñîáîâ çàïèñè èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí:

1. Çàäàíèå ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöû ñ ïîìîùüþ êîíñòðóê-

òîðà infsup è infsupdec. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî àðãóìåíòà

çàäà¼òñÿ ëåâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà, à â êà÷åñòâå âòîðîãî �

ïðàâàÿ. Åñëè ýòî âûðîæäåííûé èíòåðâàë, ñîâïàäàþùèé ñ

âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, ïðîïèñûâàåòñÿ òîëüêî 1 àðãóìåíò.

>> infsupdec(0,1)

ans=[0,1]_com

>> infsup(1)

ans=[1,1]

2. Çàäàíèå ðàäèóñà (ïåðâûé àðãóìåíò) è ñåðåäèíû (âòîðîé

àðãóìåíò) èíòåðâàëà.

>>midrad (12, 3)

ans=[9, 15]_com

3. Íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé äàí-

íûé àðãóìåíò.
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>>infsupdec ("1.1")

ans=[1.0999, 1.1001]_com

4. Çàäà¼òñÿ òàêîé íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ èíòåðâàë, â

êîòîðûé âõîäÿò âñå ÷èñëà, çàïèñàííûå â àðãóìåíòå.

>>hull (3, 42, "19.3", "-2.3")

ans=[-2.3001, +42]_com

Ïðè ïîïûòêè ââåñòè íåïðàâèëüíûé èíòåðâàë, ñèñòåìà áó-

äåò âûäàâàòü îøèáêó.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñèìâîëüíûå êîíñòàíòû è ÷èñëà ñ ïëà-

âàþùåé çàïÿòîé â âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ ïåðåäàþòñÿ

â êîíñòðóêòîð â âèäå ñòðîêè (çàêëþ÷åííûå â äâîéíûå êàâû÷-

êè). Ïðè òàêîì çàäàíèè ìû íå ïîëó÷àåì îøèáêè ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðîèçîéòè, êîãäà ÷èñëîâîé èíòåðâàë

ïðåîáðàçóåòñÿ â ÷èñëî ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé äî òîãî, êàê îí

ïîäà¼òñÿ â êîíñòðóêòîð infsupdec.

Ïåðâûé âàðèàíò çàäàíèÿ:

infsupdec(0.3)

>>ans=[0.29999, 0.3]_com

Âòîðîé:

infsupdec("0.3")

>>ans=[0.29999, 0.30001]

Ãðàíèöû èíòåðâàëà õðàíÿòñÿ â äâîè÷íîì ôîðìàòå è ïðåîá-

ðàçóþòñÿ â äåñÿòåðè÷íûé ôîðìàò ñ âîçìîæíîé ïîòåðåé òî÷-

íîñòè. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðè íåòî÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ
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ãðàíèöû èíòåðâàëà îêðóãëÿþòñÿ ñîãëàñíî îãîâîðåííûì ïðà-

âèëàì îêðóãëåíèÿ. Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè èíòåðâàëà ìîæíî

êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü çàäàíèÿ èíòåðâàëà, êîãäà åãî ãðà-

íèöû ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé, ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè output_precision(n), ãäå n � ýòî êîëè÷åñòâî îòîá-

ðàæàåìûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

>> output_precision(2)

>> infsupdec(1/7,1/3)

ans = [0.14, 0.34]_com

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè nextout(X), ãäå X � ýòî èíòåðâàë,

ìîæíî ¾ðàñøèðèòü¿ åãî ãðàíèöû â êàæäîì íàïðàâëåíèè äî

ñëåäóþùåãî ìàøèííî ïðåäñòàâèìîãî ÷èñëà.

>> x = infsup (1);

>> nextout (x) == infsup (1 - eps / 2, 1 + eps)

ans = 1

3.5 Îïåðàöèè è ôóíêöèè íàä èíòåðâàëàìè

Íàä èíòåðâàëàìè ìîæíî âûïîëíÿòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðà-

öèè ïî îïðåäåë¼ííûì ïðàâèëàì, îïèñàííûì â ãëàâå ïðî èí-

òåðâàëüíóþ àðèôìåòèêó.

>>a=infsupdec(0,1);

>>b=infsupdec(10,11);

>>a+b

ans = [10, 12]_com

>> a-b
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ans = [-11, -9]_com

>> a*b

ans = [0, 11]_com

>> a/b

ans = [0, 0.10001]_com

Èíòåðâàëüíûé ïàêåò äà¼ò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ôóíê-

öèè îò èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èõ íà-

çâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ íàçâàíèÿìè ñòàíäàðòíûìè ôóíêöèÿìè

GNU Octave. Ñ òî÷êè ñèñòåìû èíòåðâàëû ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-

ñòâàìè (ïîäìíîæåñòâàìè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé).

Ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî èç-çà íèçêîóðîâíåâîé ïîääåðæêè áèá-

ëèîòåê è îòñóòñòâèè îïòèìèçàöèè îïåðàöèè íàä èíòåðâàëü-

íûìè ôóíêöèÿìè îíè âûïîëíÿþòñÿ ìåäëåííåå, ÷åì ïðè ðà-

áîòå ñ ÷èñëàìè ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé.

Òåïåðü îáñóäèì, êàê ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ â èíòåðâàëüíîì

ïàêåòå. Êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà-

÷åíèå òî÷å÷íîé ôóíêöèè, ïîòîì íàõîäèòñÿ èíòåðâàëüíàÿ îáî-

ëî÷êà ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîæåñòâà, êîòîðàÿ è âûâîäèòñÿ íàì â

êà÷åñòâå îòâåòà.

>>sin(infsupdec (0.1,0.5))

ans=[0.099833, 0.47943]_com

>>pow(infsupdec(2,3), infsupdec(8,9))

ans = [256, 19683]_com

Ñóùåñòâóþò òàêæå ôóíêöèè îò èíòåðâàëîâ, ðåçóëüòàòîì

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íå èíòåðâàë, à ÷èñëî. Ê òàêèì îòíîñÿòñÿ

òàêèå, êàê mid a, wid a, rad a.
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Ê èíòåðâàëàì ìîæíî ïðèìåíÿòü áóëåâñêèå îïåðàöèè <, >,

≤, ≥, òî åñòü ïðîèçâîäèòü èõ ñðàâíåíèå. Ïîñêîëüêó èíòåð-

âàëû ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè âåùåñòâåííîé îñè, ïîýòîìó

êàæäóþ òî÷êó îäíîãî èíòåðâàëà ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ êàæäîé

òî÷êîé äðóãîãî èíòåðâàëà. Îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò

ïîëó÷èòü îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êàæäîé ëè òî÷êè

îäíîãî èíòåðâàëà ñóùåñòâóåò òî÷êà èç äðóãîãî èíòåðâàëà, êî-

òîðàÿ ëåæèò ïðàâåå (<), ëåâåå (>), ïðàâåå èëè ñîïàäàåò (≤),
ëåâåå èëè ñîâïàäàåò (≥) ñ íåé. Îíè ÿâëÿþòñÿ áóëåâñêèìè,

ïîòîìó âûäà¼ò 1 (èñòèíà) èëè 0 (ëîæü).

>>infsupdec(0,2)<=infsupdec(1,5)

ans=1

Ê áóëåâñêèì ôóíêöèÿì íàä èíòåðâàëàìè ìîæíî òàêæå îò-

íåñòè subset, isempty, ismember è äðóãèå, êîòîðûå áóäóò ïî-

äðîáíåå îïèñàíû â ïðèëîæåíèè.

3.6 Ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòó

Ïðè ðàáîòå ñ Octave ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùåå. Ïîñìîòðåâ

íà ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ êîìàíä, ìû ìîæåì çàìåòèòü òàê

íàçûâàåìûå äåêîðàöèè, ïðèïèñàííûå ê èíòåðâàëàì (com, def

è äðóãèå).

>> pkg load interval

>> infsupdec(0,1)

ans=[0,1]_com

>> infsupdec()

ans=[Empty]_trv
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Îíè íåñóò îïðåäåë¼ííûé ñìûñë äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Ýòî òî,

÷òî ñâÿçûâàåò Octave ñî ñòàíäàðòîì íà èíòåðâàëüíûå âû÷èñ-

ëåíèÿ IEEE-1788. Â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé äåêîðàöèè ñîáèðà-

þò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ îá èíòåðâàëàõ, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ âíåøíèì îöåíèâàíèåì ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Ïîëåç-

íû îíè ïðè äîëãîé è ñëîæíîé îöåíêå ôóíêöèé. Íàïðèìåð, åñ-

ëè äåêîðàöèÿ def ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè äåéñòâèé íàä

èíòåðâàëîì è ïåðåõîäèò â êîíå÷íûé ðåçóëüòàò, òîãäà äîêàçà-

íî, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ôàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé

âõîäíûõ äàííûõ.

Íåîáõîäèìîñòü äåêîðàöèé â ïîëíîé ìåðå ìîæåò îùóùàòü-

ñÿ ïðè âíóøèòåëüíîì êîëè÷åñòâå îïåðàöèé, ïåðåìåííûõ, êî-

ãäà ïîëüçîâàòåëþ ñëîæíî ñëåäèòü çà áîëüøèì ïîòîêîì äàí-

íûõ. Áîëåå ïîäðîáíî ñ íèìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, ñîáñòâåííî

ïðî÷èòàâ ñòàíäàðò.

Åñëè ïîëüçîâàòåëþ íå íóæíû äàííûå òåãè, òî ìîæíî ðà-

áîòàòü ñ ôóíêöèåé infsup, à íå ñ infsupdec. Òàêæå ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ intervalpart, ÷òîáû ñíÿòü ñ èíòåð-

âàëà äåêîðàöèþ.

>> infsup(-1,1)

ans=[-1,1]

Ïðè ðàáîòå ñ èíòåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè íóæíî ñëåäèòü,

÷òîáû îíè áûëè âñå ëèáî äåêîðèðîâàííûìè, ëèáî íåäåêîðè-

ðîâàííûìè. Åñëè ýòî íå äåëàòü, òî ñèñòåìà áóäåò âûäàâàòü

îøèáêè.

Âîîáùå ãîâîðÿ, â äîêóìåíòàöèè ðåêîìåíäóåòñÿ ðàáîòàòü

âñåãäà ñ äåêîðàöèÿìè.
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Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà ñ îïèñàíèå äåêîðàöèé.

Äåêîðàöèÿ Êîðîòêîå Îïðåäåëåíèå

îïèñàíèå

com common a � îãðàíè÷åííîå íåïóñòîå

ïîäìíîæåñòâî Dom(f), ãäå f

íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå a,

è âû÷èñëåííûé èíòåðâàë f(x)

îãðàíè÷åí

dac de�ned and a � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

continuous Dom(f), è îãðàíè÷åíèå f íà x

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

def de�ned a � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî

Dom(f)

trv trivial âñåãäà âåðíî (ïîýòîìó íå

äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè)

ill ill-formed Íå èíòåðâàë, õîòÿ áû îäèí

êîíñòðóêòîð èíòåðâàëà íå

óäàëñÿ â õîäå âû÷èñëåíèÿ

3.7 Èíòåðâàëüíûå âåêòîðû, ìàòðèöû è ìàññèâû

Octave ïðåäóñìàòðèâàåò ðàáîòó ñ ìàññèâàìè è ìàòðèöàìè.

Ïðè ïîäêëþ÷åíèè èíòåðâàëüíîãî ïàêåòà íàì ïðåäîñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü ðàáîòû ñ èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè.

Êàê è â ñëó÷àå ñ èíòåðâàëàìè, èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû çà-

äàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè infsupdec (infsup) èëè midrad.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîçìîæíîñòè çàäàíèÿ.
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1. Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòîðà infsupdec, ó êîòîðîãî ïåðâûé

àðãóìåíò � ìàòðèöà ëåâûõ ãðàíèö èíòåðâàëîâ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ å¼ ýëåìåíòàìè, à âòîðîé àðãóìåíò � ìàòðèöà

ïðàâûõ ãðàíèö èíòåðâàëîâ.

>> a=[1 2;3 4];

>> b=[2 3;4 5];

>> A=infsupdec(a,b)

A = 2x2 interval matrix

[1, 2]_com [2, 3]_com

[3, 4]_com [4, 5]_com

2. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíàÿ çàïèñü ìàòðèöû. Ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòîé èëè ïðîáåëîì, à

ïåðåõîä íà ñëåäóþùóþ ñòðîêó ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ

òî÷êè ñ çàïÿòîé.

>>infsup("[1,2], 2, [3,4]; pi, e, 3")

ans = 2x3 interval matrix

[1, 2] [2] [3, 4]

[3.1415, 3.1416] [2.7182, 2.7183] [3]

3. Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòîðà midrad, â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ

êîòîðîìó ïåðåäà¼òñÿ ìàòðèöà ñåðåäèí èíòåðâàëîâ è ìàò-

ðèöà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàäèóñàìè.

>> m=[4 7;6 5];

>> r=[2 0;7 3];

>> midrad(m,r)
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ans = 2x2 interval matrix

[2, 6]_com [7]_com

[-1, +13]_com [2, 8]_com

4. Äëÿ ñîçäàíèÿ âåêòîð ñòîëáöà ñíà÷àëà çàäàþòñÿ âñå ëåâûå

ãðàíèöû èíòåðâàëîâ, à ïîòîì ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé ïðà-

âûå. Åñëè æå íóæíî çàäàòü âåêòîð ñòðîêó, òî âñ¼ òîæå

ñàìîé, òîëüêî ðàçäåëÿåì çàïÿòîé.

>>infsupdec ({"1.1",1,"e"};{"1.8",5.5,"e"})

ans = 1x3 interval vector

[1.0999, 1.8001]_com

[1, 5.5]_com

[2.7182, 2.7183]_com

5. Ëåãêî ìîæíî ñîçäàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó íóæíîé ðàç-

ìåðíîñòè.

>>infsupdec(ones(3))

ans = 3x3 interval matrix

[1]_com [1]_com [1]_com

[1]_com [1]_com [1]_com

[1]_com [1]_com [1]_com

6. Äèàãîíàëüíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà íåîáõîäèìîé ðàçìåð-

íîñòè çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

a=infsupdec(eye(3))

a = 3x3 interval matrix
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[1]_com [0]_com [0]_com

[0]_com [1]_com [0]_com

[0]_com [0]_com [1]_com

3.8 Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè è âåêòîðàìè

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ ôóíêöèé íàä èíòåðâàëüíûìè

ìàòðèöàìè.

1. Ìîæíî çàìåíÿòü ýëåìåíòû â ìàòðèöå.

>>A=infsupdec("[1,2], 2, [3,4]; pi, e, 3");

>>A(2,2)="[2,41]"

A = 2x3 interval matrix

[1, 2]_com [2]_com [3, 4]_com

[3.1415, 3.1416]_com [2, 41]_com [3]_com

2. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Îíî âîçìîæíî, êàê èçâåñòíî, ïðè ñî-

ãëàñîâàíèè ðàçìåðîâ.

>>A=infsupdec("1 2 3; 4 5 6");

>>B=infsupdec("1 2;3 4;5 6");

>> A*B

ans = 2x2 interval matrix

[22]_com [28]_com

[49]_com [64]_com

3. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû (â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî

ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì äåêîðàöèé).
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>>A=infsupdec("1 [2,3]; pi, e");

>>B=inv(A)

B = 3x3 interval matrix

[-0.76254, -0.29604]_trv [0.41254, 0.56104]_trv

[0.34214, 0.88129]_trv [-0.28053, -0.1089]_trv

Îòìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî äëÿ

íåîñîáåííûõ ìàòðèö.

>>A=infsupdec([1 0; 2 0]);

>> inv(A)

ans = 2x2 interval matrix

[Empty]_trv [Empty]_trv

[Empty]_trv [Empty]_trv

3.9 Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà

Èíòåðâàëüíûé ïàêåò Octave ïîçâîëÿåò èñêàòü êîðíè ôóíê-

öèè, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð fzero, åñëè åé â êà÷åñòâå àðãóìåí-

òîâ ïåðåäàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ôóíêöèþ, äàííûé èíòåðâàë è

ïðîèçâîäíóþ íàøåé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòîì áóäóò èíòåðâàëû,

ñîäåðæàùèå íóëè ýòîé ôóíêöèè. fzero â Octave ðåàëèçóåò

òàê íàçûâàåìûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà.

×òîáû ïîíÿòü, êàêèì îáðàçîì ðàáîòàåò èíòåðâàëüíûé ìå-

òîä Íüþòîíà, íàäî ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî òàêîå åñòåñòâåííîå èí-

òåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà.

Åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì òî÷å÷íîãî ìå-

òîäà íàçûâàåòñÿ ìåòîä, ïîëó÷åííûé çàìåíîé âñåõ âåëè÷èí â
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òî÷å÷íîì ìåòîäå íà èíòåðâàëüíûå è çàìåíîé îïåðàöèé íà îïå-

ðàöèè èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè.

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èí-

òåðâàëüíûì ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ

ïîèñêà êîðíÿ íà îòðåçêå.

Ïóñòü íàì äàíà äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f íà èíòåð-

âàëåX, ó êîòîðîé åñòü íóëü x∗ íà ýòîì èíòåðâàëå. Äëÿ ëþáîé

òî÷êè x̂ ∈X âåðíà òåîðåìà Ëàãðàíæà

f (x̂)− f (x∗) = (x̂− x∗) . . . f ′(ξ),

ãäå ξ � ýòî òî÷êà ìåæäó x̂ è x∗. Ïåðåïèøåì ýòó ôîðìóëó

x∗ = x̂− f (x̂)

f (x∗)
.

Ïóñòü f ′(X) � ýòî èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïðîèçâîäíîé ôóíê-

öèè f (x) íà èíòåðâàëå X, òîãäà f ′(ξ) ∈ f ′(X). Òàêèì îáðà-

çîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü

x∗ ∈ x̂− f (x̂)

f ′(X)

Èòåðàöèîííûé èíòåðâàëüíûé ìåòîä Íüþòîíà, ðåàëèçîâàí-

íûé â èíòåðâàëüíîì ïàêåòå Octave, áóäåò ñòðîèòüñÿ íà ñëå-

äóþùåì ñîîòíîøåíèè

x0 = x,

xn =

(
mid (xn−1)−

f (mid (xn−1))

f ′(xn−1)

)
∩ xn−1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà. Âîçü-
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ì¼ì â êà÷åñòâå ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

f (x) =
√
x + (x + 1) cos(x)

íà èíòåðâàëå x = [0, 6]. Ïåðåäàäèì âñå íåîáõîäèìûå àðãóìåí-

òû îïåðàòîðó fzero è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.

>>f = @(x) sqrt(x)+(x+1).*cos(x);

>>df=@(x) -(x + 1).* sin(x)+cos(x)+1./(2 * sqrt (x));

>>fzero (f, infsup ("[0, 6]"), df)

ans = 2x1 interval vector

[2.059, 2.0591]

[4.3107, 4.3108]

Íà ñëåäóþùåì ãðàôèêå ìîæíî óâèäåòü ðàññìàòðèâàåìóþ

ôóíêöèþ è âèçóàëüíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íàìè áûëè ïîëó÷åíû

àäåêâàòíûé ðåçóëüòàò.

0 1 2 3 4 5 6
-4

-2

0

2

4

6

8

10

Ðèñ. 3: Ãðàôèê ôóíêöèè f
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3.10 Ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èíòåðâàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

Ax = b,

ãäå A = (aij), i, j = 1, . . . , n.

Òåïåðü ïîéì¼ì, êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ðåøå-

íèé äëÿ ÈÑËÀÓ (èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé). Ðàçáåð¼ì íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ðåøåíèé

äëÿ ñèñòåì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íà÷í¼ì ñ èíòóèòèâíî ïîíÿòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû. Ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîãî ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð, êîòîðûé ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè â ñèñòåìó è âûïîëíåíèþ âñåõ îïåðàöèé ïî ïðàâèëàì

èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè è àíàëèçà îáðàùàåò ñèñòåìó â ñè-

ñòåìó ðàâåíñòâ.

Îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b íàçûâàåòñÿ

Ξuni(A, b) = {x ∈ Rn | (∃A ∈ A)(∃b ∈ b)Ax = b)}.

Äîïóñêîâûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b íàçûâàåòñÿ

Ξtol(A, b) = {x ∈ Rn | (∀A ∈ A)(∃b ∈ b)(Ax = b)}.

Óïðàâëÿåìûì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé äëÿ èíòåðâàëüíîé ñè-
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ñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b íàçûâàåòñÿ

Ξctl(A, b) = {x ∈ Rn | (∀b ∈ b)(∃A ∈ A)(Ax = b)}

Áîëüøèì íåäîñòàòêîì èíòåðâàëüíîãî ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî îí íå èìååò âñòðîåííûõ ôóíêöèé äëÿ íàõîæäåíèÿ äî-

ïóñêîâîãî, îáúåäèí¼ííîãî è óïðàâëÿåìîãî ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé äëÿ ñèñòåì èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé, òàê êàê îíè èìåþò

áîëüøîå çíà÷åíèå â èíòåðâàëüíîì àíàëèçå.

Èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîâî-

êóïíîñòü êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ðåøåíû îäíîâðåìåííî. Åñëè ê èíòåðâàëüíîé ìàò-

ðèöå A è âåêòîðó b ïðèìåíèòü îïåðàöèþ A\b, òîãäà ìû ïî-

ëó÷èì âíåøíþþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé òî÷å÷íûõ ñè-

ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òî åñòü âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà

{x ∈ R | (∀A ∈ A)(∀b ∈ b)(Ax = b)}.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé ôóíêöèè.

>> A=infsupdec("1.0001 0.0001; 2.0001 0.0001");

>> b=infsupdec("4.0001; 8.0001");

>> A\b

ans = 2x1 interval vector

[3.9999, 4.0001]_trv

[-3.0001, -2.9999]_trv

Ïîðàññóæäàåì î òîì, êàêèå âûâîäû ìû ìîæåì ñäåëàòü, ïî-

ñìîòðåâ íà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ, ïîëó÷åííîå äàííîé ñòàíäàðòíîé

ôóíêöèåé A\b.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ðåøå-
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íèÿ ÈÑËÀÓ Ax = b ñîâïàäàåò ñî âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

(íåîãðàíè÷åíà), íî ãîâîðèòü ïðî òî, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

Ax = b (A ∈ A, b ∈ b) íå îïðåäåëåíà, ìû íå ìîæåì. À âîò

îáðàòíîå âåðíî.

>> A=infsupdec([1 0; 2 0])

>> A\[4;8]

ans = 2x1 interval vector

[4]_trv

[Entire]_trv

Òàêæå áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò

ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ Ax = b ïóñòà, òîãäà ìû ìîæåì ñêàçàòü,

÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ax = b ïåðåîïðåäåëåíà è íå èìååò ðå-

øåíèÿ. Îäíàêî èç íåïóñòîãî ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ ìû íå ìîæåì

çàêëþ÷èòü, èìåþò ëè ëèíåéíûå ñèñòåìû ðåøåíèå èëè íåò.

>> A=infsupdec([1 0; 2 0]);

>> A\[3;0]

ans = 2x1 interval vector

[Empty]_trv

[Empty]_trv

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè

A\b íå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì inv(A)*b. Òàêæå ðåøåíèå,

ïîëó÷åííîå ïðèìåíåíèåì äàííîé ôóíêöèè, íå ÿâëÿåòñÿ ôîð-

ìàëüíûì.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà îáúåäèí¼í-

íîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé è ðàññìîòðèì ìåòîäû äëÿ åãî íà-

õîæäåíèÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
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3.11 Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì â

ðåàëèçàöèè è ïîíèìàíèè ìåòîäîì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûì íà ïðèâåäåíèè ê ñòóïåí÷àòî-

ìó âèäó íåîñîáåííîé ìàòðèöû ïðàâûõ ÷àñòåé. Îí ñîñòîèò èç

ïðÿìîãî è îáðàòíîãî õîäà. Âî âðåìÿ ïåðâîãî ïîñëåäîâàòåëüíî

çàíóëÿþòñÿ ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ñ 1 äî n−1 ñòîëáöà, è

ñîîòâåòñòâåííî ìåíÿåòñÿ âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïðîèñõîäèò

ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó. Äàëåå ïðî-

èçâîäèòñÿ îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà, â êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî

ïðîèñõîäèò âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ñ n-îé íåèçâåñòíîé. Îòìå-

òèì, ÷òî åñëè ìåòîäó ãäå-òî âñòðåòèëîñü äåëåíèå íà íóëü, òî

ìåòîä íå ìîæåò íè÷åãî íàì ñêàçàòü î ðåøåíèè.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà

Ãàóññà è ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé

Ax = b,

ãäå A = (aij), i, j = 1, . . . , n.

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èíòåð-

âàëüíûì ðàñøèðåíèåì òî÷å÷íîãî ìåòîäà Ãàóññà. Îí òàêæå

ñîñòîèò èç ïðÿìîãî õîäà è îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè.

Òåêñò ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèé èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóñ-

ñà â ÑÊÌ Octave, ïðåäñòàâëåí â ïðèëîæåíèè äëÿ îçíàêîìëå-

íèÿ.

Ìîæíî ëè ñêàçàòü, ÷òî èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà â ñëó-

÷àå ñâîåãî óñïåøíîãî çàâåðøåíèÿ (åñëè åìó íå âñòðåòèëîñü
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äåëåíèå íà íóëüñîäåðæàùèé èíòåðâàë) âûäà¼ò èíòåðâàëüíóþ

îöåíêó äëÿ îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé? Îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû èíòåðâàëü-

íîé àðèôìåòèêè, ïðèìåí¼ííîé ê ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì,

êîòîðûå âûäàþò âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ðåøåíèé

÷åðåç ýëåìåíòû A è b.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ìåòî-

äà. Ñðàçó ñêàæåì, ÷òî îí íå âñåãäà ïðèìåíèì ê ñèñòåìàì ñ

íåîñîáåííûìè ìàòðèöàìè, êàê åãî òî÷å÷íûé àíàëîã. Ðàññìîò-

ðèì òàê íàçûâàåìûé ïðèìåð Ðàéõìàíà ñ ìàòðèöåé

A =


1 [0, 0.62] [0, 0.62]

[0, 0.62] 1 [0, 0.62]

[0, 0.62] [0, 0.62] 1


Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîé. Íî ïðè çàïóñêå ïðåä-

ëîæåííîé ïðîãðàììû ñ äàííîé ìàòðèöåéA è íåêîòîðûì âåê-

òîðîì b ìû âèäèì, ÷òî ìåòîä íåïðèìåíèì.

>> aa=[1 0 0;0 1 0;0 0 1];

>> bb=[1 0.62 0.62; 0.62 1 0.62; 0.62 0.62 1];

>> A=infsupdec(aa,bb);

>> b=[infsupdec(1,2);infsupdec(1,2);infsupdec(1,2)];

>> IGauss(A,b)

ans = 3x1 interval vector

[Entire]_trv

[Entire]_trv

[Entire]_trv

Êàê è â íåèíòåðâàëüíîì ñëó÷àå ìû ìîæåì óëó÷øèòü àëãî-
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ðèòì âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà. Ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü,

åñëè ñòàðàòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ìèãíèòóäó âåäóùåãî ýëåìåí-

òà.

Íî âîïðîñ î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ïðèìåíèìîì èíòåðâàëü-

íîãî ìåòîäà Ãàóññà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì â äàííîé ðàáîòå, ïî-

ñêîëüêó òðåáóåò òåîðåòè÷åñêèõ âûêëàäîê. Îòâåò íà íåãî ìîæ-

íî íàéòè â êíèãå [1].

3.12 Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ

Èíîãäà áûâàþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íàì èçâåñòíî ìíîæåñòâî

âíåøíåé îöåíêè ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ, íî îíî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü øè-

ðîêèì è òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè ìîæíî ïðèìå-

íèòü èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Òàêæå îí ìîæåò

áûòü ïðèìåí¼í äëÿ íàõîæäåíèÿ âíåøíåé îöåíêè ÷àñòè ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé, îãðàíè÷åííîé íåêîòîðûì áðóñîì.

Ñíîâà ðàññìàòðèâàåì èíòåðâàëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé Ax = b ñ íåîñîáåííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé

ïðàâûõ ÷àñòåé. Ïîëîæèì, ÷òî â A = (aij) ýëåìåíòû ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè íåíóëåâûå. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A íåîñîáåí-

íàÿ, ýòîìó óñëîâèþ âñåãäà ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ïåðåñòàíîâ-

êîé ñòðîê. Ïóñòü èçâåñòåí íåêîòîðûé áðóñ x, ñîäåðæàùèé

ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξ(A, b) èëè æå íåêîòîðóþ åãî ÷àñòü, êî-

òîðàÿ èíòåðåñóåò íàñ ïî óñëîâèÿì çàäà÷è. Òîãäà ìîæíî ïðè-

ìåíèòü ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä. Îïóñòèì åãî òåîðåòè÷åñêèé

âûâîä è ïðåäñòàâèì òåêñò òîëüêî ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèé

åãî. Åãî ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè.

Â ðåàëèçàöèè èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ âñòðå-
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òèòñÿ ðàííåå íå ââåä¼ííàÿ ôóíêöèÿ hdist(x,xx). Îíà ïîçâî-

äÿåò íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ èíòåðâàëüíûìè îáúåê-

òàìè è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

hdist(x,y) = max
{
|x− y| ,

∣∣x− y
∣∣} .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÈÑËÀÓ.(
[5, 6] [−2,−1]

[−2, 1] [4, 6]

)
x =

(
0

8

)
Ïðîòåñòèðóåì ðåàëèçàöèþ ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ íà ýòîì

ïðèìåðå.

>> x=[5 -2;-2 4];

>> y=[6 -1; 1 6];

>> A=infsupdec(x,y);

>> b=[0;8];

>> x=[infsupdec(-10,10);infsupdec(-10,10)];

>> IGausSeidel(A,b,x)

ans = 2x1 interval vector

[0.19444, 1.0001]_trv

[1.1666, 2.5001]_trv

3.13 Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ

Octave ñíàáæåíà àïïàðàòîì âèçóàëèçàöèè, è îí ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü êàê 2D, òàê è 3D ãðàôèêè è ìîäåëè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóìåðíûõ ãðàôèêîâ èñïîëüçóåòñÿ ôóíê-

öèÿ plot. Åñëè åé ïåðåäàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà èíòåðâàë y,
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òî íà ãðàôèêå áóäåò îòîáðàæåíî ìíîæåñòâî òî÷åê (1, y), ãäå

y ∈ y.

Äëÿ ïðîðèñîâêè äâóìåðíîãî èíòåðâàëà òàêæå èñïîëüçó-

åòñÿ ôóíêöèÿ plot, è åé ïåðåäàþòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé 2

èíòåðâàëà, èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåòñÿ áðóñ.

>> q=infsupdec(-1,1); >> q=infsupdec(-1,1);

>> plot(q) >> w=infsupdec(3,5);

>> plot(q,w,gray)

0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15
-1

-0.5

0

0.5

1

-1 -0.5 0 0.5 1
3

3.5

4

4.5

5

Ðèñ. 4: Îäíîìåðíûé èíòåðâàë Ðèñ. 5: Äâóìåðíûé èíòåðâàë

Ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ìåíÿòü öâåò ãðàôèêà, òèï ïðî-

ðèñîâêè ëèíèé è äðóãîå, äîáàâëÿÿ â àðãóìåíò íåêîòîðûå ñïå-

öàëüíûå ìàðêåðû. Èõ ñïèñîê ìîæíî óâèäåòü ëèáî ïðè ââîäå

help plot â êîìàíäíîì îêíå, ëèáî íàéòè â äîêóìåíòàöèè.

Ïàðàìåòðû ãðàôèêà òàêæå ìîæíî çàäàâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî,

íàïðèìåð, öâåò

blue = [38 139 210] ./ 255

shade = [238 232 213] ./ 255

gray = [165 165 165] ./255
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Ôóíêöèÿ mince(x,n) äåëèò ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë x

íà çàäàííîå ÷èñëî ïîäèíòåðâàëîâ n, êîòîðûå ìîãóò èñïîëü-

çîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè äèàïàçîíà ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå åñëè

ïåðåäàòü êîíñòðóêòîðó plot â êà÷åñòâå àðãóìåòîâ ðàññìàòðè-

âàåìóþ ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå õ è mince(x,n), òî íà ãðàôèêå

ìû ïîëó÷èì íà êàæäîì èç ïîäèíòåðâàëîâ âíåøíþþ îöåíêó

íàøåé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé

áðóñ.

Â äàííîì ïðèìåðå ìû ïðåäñòàâèëè èíòåðâàëüíóþ è êëàñ-

ñè÷åñêóþ ïðîðèñîâêè ãðàôèêà äëÿ âîçìîæíîñòè èõ ñðàâíå-

íèÿ.

x = mince (2*infsup (0, "pi"), 20);

plot (x, cos (x), shade)

x = linspace (0, 2*pi, 20);

plot (x, cos (x), 'linewidth', 2, 'color', "k")

0 pi 2 pi
-1

-0.5

0

0.5

1

Ðèñ. 6: Èíòåðâàëüíàÿ ïðîðèñîâêà ãðàôèêà

Ôóíêöèÿ meshgrid(X,Y,Z) ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñîçäàíèÿ

ñåòêè äëÿ òð¼õìåðíîãî ãðàôèêà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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òð¼õìåðíóþ èíòåðâàëüíóþ ìàòðèöó. Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ

åé ïåðåäàþòñÿ âåêòîð-ñòðîêè èëè âåêòîð-ñòîëáöû, êîòîðûå â

ñâîþ î÷åðåäü ïðåîáðàçóþòñÿ â ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç èñ-

õîäíûõ ïîâòîðÿþùèõñÿ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ. Åñëè êàêîé-òî èç

àðãóìåíòîâ îòñóòñòâóåò, òîãäà ïî óìîë÷àíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

ëèáî ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñåòêà, ëèáî êîîðäèíàòà Z

ñîâïàäàåò ñ Y.

Ïðèâåä¼ì èíòåðâàëüíîå è íåèíòåðâàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ îäíîé è òîé æå òð¼õìåðíîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ôóíêöèè

f=@(x,y)sin(sqrt(x.^2+y.^2))./sqrt(x.^2+y.^2)

Ñïðàâà ïðåäñòàâëåí íàáîð êîìàíä äëÿ èíòåðâàëüíîé ïðî-

ðèñîâêè èíòåðåñóþùåé íàñ ôóíêöèè, à ñëåâà íåèíòåðâàëüíîé.

ran=mince(infsupdec(-8,8),41); ran=linspace(-8,8,41);

[X,Y]=meshgrid(ran,ran); [X,Y]=meshgrid(ran,ran);

Z = f (X, Y); Z = f (X, Y);

surf (X, Y, Z); plot3(X, Y, Z);

Ðèñ. 7: Êëàññè÷åñêèé òð¼õìåðíûé ãðàôèê
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Ðèñ. 8: Èíòåðâàëüíûé òð¼õìåðíûé ãðàôèê

Êàê âû âèäèòå òð¼õìåðíûå ãðàôèêè ñîçäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ôóíêöèè plot3. Â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ åé ïåðåäà¼òñÿ 2 èí-

òåðâàëà èçìåíåíèÿ ïî êîîðäèíàòàì x è y, ñàìà ðàññìàòðèâà-

åìàÿ ôóíêöèÿ, à òàêæå ìîãóò ïåðåäàâàòüñÿ ïàðàìåòðû öâåòà

è ïðîðèñîâêè ëèíèé.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû õî÷åòñÿ ñêàçàòü, ÷òî èíòåðâàëüíûé ïà-

êåò èìååò êàê ñâîè ïëþñû, òàê è ìèíóñû. Îí ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-

íî ðàñïðîñòðàíÿåìûì ïðîäóêòîì, êîòîðûé ìîæåò ïîìî÷ü èñ-

ñëåäîâàòåëþ â îáëàñòè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷àòü íåêî-

òîðûå ïðàêòè÷åñêèå äàííûå, à òàêæå â äàëüíåéøåì ðàçâèâàòü

ñâîè òåîðèè. Îòìåòèì, ÷òî â í¼ì ðåàëèçîâàíû íå âñå âîçìîæ-

íîñòè ðàáîòû ñ èíòåðâàëüíûìè âåëè÷èíàìè, íî îí ñíàáæåí

îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè è ôóíêöèÿìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

èññëåäîâàòåëü ìîæåò ïîëíîöåííî ðàáîòàòü.

Òàêæå èíòåðâàëüíûé ïàêåò óäâîëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó IEEE-

1788 íà èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà ÝÂÌ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëü-
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øèì ïëþñîì.

Â ìîåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ââîäíàÿ ÷àñòü, íåîáõîäèìàÿ

äëÿ ïîíèìàíèÿ, ÷òî òàêîå èíòåðâàëüíûé àíàëèç. Äàëåå îïè-

ñàíû îñíîâíûå îïåðàöèè è ôóíêöèè, ðåàëèçîâàíèå â èíòåð-

âàëüíîì ïàêåòå, ïðàâèëà ââîäà èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí, ðàñ-

ñìîòðåíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ïàêåòà. Òàêæå ðàçîáðàíû

è ðåàëèçàíû èíòåðâàëüíûå ìåòîäû Ãàóññà, Ãàóññà-Çåéäåëÿ è

Íüþòîíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èòàòåëü ñìîã óâèäåòü, êàêèì îá-

ðàçîì îïèñàííûå â ðàáîòå òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ ìîæíî ïðè-

ìåíÿòü äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷.
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5 Ïðèëîæåíèå

5.1 Ïðèëîæåíèå À

Ðåàëèçàöèÿ èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà â ÑÊÌ Octave.

function x = IGauss(A,b)

% ïðîâåðÿåì êîððåêòíîñòü âõîäíûõ äàííûõ

m = size(A,1);

n = size(A,2);

if m!=n

error('Ìàòðèöà ñèñòåìû íå êâàäðàòíàÿ')

endif

l = size(b,1);

if l!=n

error('Ðàçìåðíîñòü âåêòîðà è ìàòðèöû íå ðàâíû')

endif

%ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà

for j=1:n-1

for i=j+1:n

r(i,j)=A(i,j)/A(j,j);

for k=j+1:n

A(i,k)=A(i,k)-r(i,j)*A(j,k);

endfor

b(i)=b(i)-r(i,j)*b(j);

endfor

endfor

x=infsupdec(zeros(n,1));

%îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà
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for i=n:(-1):1

summ=0;

for j=i:n

summ=summ+A(i,j)*x(j);

endfor

x(i)=(b(i)-summ)/A(i,i);

endfor

endfunction
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5.2 Ïðèëîæåíèå Á

Ðåàëèçàöèÿ èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ â ÑÊÌOctave.

function x = IGausSeidel(A,b,x)

% ïðîâåðêà íà êîððåêòíîñòü âõîäíûõ äàííûõ

m = size(A,1);

n = size(A,2);

if ( m!=n ) then

error('Ìàòðèöà íå êâàäðàòíàÿ')

endif

mb = size(b,1);

nb = size(b,2);

if ( mb!=m | nb>1 ) then

error('Íåñîîòâåòñòâèå ðàçìåðîâ ìàòð. è â-ðà')

endif

%Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà

Eps = 1.e-5;%äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü

xx = x;

q=1000;

while (q>Eps)

for i=1:n

Summ=0;

summ=0;

for j=1:(i-1)

summ=summ+A(i,j)*xx(j);

endfor
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for j=i+1:n

Summ=Summ+A(i,j)*x(j);

endfor

xx(i)=intersect(x(i),(b(i)-summ-Summ)/A(i,i));

if isempty(xx(i))

error('ìíîæåñòâî ðåøåíèé íå ïåðåñåêàåò áðóñ')

endif

endfor

q=hdist(x,xx);

disp(q);

x=xx;

endwhile

endfunction
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5.3 Ïðèëîæåíèå Â

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðàáîòû ñ

èíòåðâàëüíûì ïàêåòîì Octave, à òàêæå èõ êðàòêîå îïèñàíèå

(÷àñòü äðóãèõ îïåðàòîðîâ áûëà ðàññìîòðåíà â òåêñòå ðàáî-

òû). Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ñàìûå ÷àñòî âñòðå÷àåìûå, îñòàëü-

íûå ìîæíî íàéòè â äîêóìåíòàöèè.

Óíàðíûå ôóíêöèè.

Íàçâàíèå Âûõîäíûå äàííûå

inf(x) Ëåâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà x

sup(x) Ïðàâàÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà x

mid(x) Ñåðåäèíà èíòåðâàëà x

wid(x) Øèðèíà èíòåðâàëà x

rad(x) Ðàäèóñ èíòåðâàëà x

mag(x) Ìàãíèòóäà èíòåðâàëà x

mig(x) Ìèãíèòóäà èíòåðâàëà x

abs(x) Âûäà¼ò íåîòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü

èíòåðâàëà (ìîäóëü èíòåðâàëà)

floor(x) Îêðóãëÿåò ãðàíèöû èíòåðâàëà â

íàïðàâëåíèè −∞ äî öåëîãî ÷èñëà

ceil(x) Îêðóãëÿåò ãðàíèöû èíòåðâàëà â

íàïðàâëåíèè +∞ äî öåëîãî ÷èñëà

Èíòåðâàëüíûå ôóíêöèè.
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Íàçâàíèå Âûõîäíûå äàííûå

realsqrt(x)
√
x äëÿ âñåõ x ∈ x, x ≥ 0

pown(x,n) xn äëÿ âñåõ x ∈ x

pow(x,y) xy äëÿ âñåõ x ∈ x, y ∈ y, x ≥ 0, y > 0

exp(x) ex äëÿ âñåõ x ∈ x

pow2(x) 2x äëÿ âñåõ x ∈ x

log(x) ln(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

log2(x) log2(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

log10(x) log10(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

sin(x) sin(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

cos(x) cos(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

tan(x) tg(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

asin(x) arcsin(x) äëÿ âñåõ x ∈ x, x ∈ [−1, 1]

acos(x) arccos(x) äëÿ âñåõ x ∈ x, x ∈ [−1, 1]

atan(x) arctg(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

sinh(x) sh(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

cosh(x) ch(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

tanh(x) th(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

asinh(x) arsh(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

acosh(x) arch(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

atanh(x) arth(x) äëÿ âñåõ x ∈ x

Áèíàðíûå ôóíêöèè.
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Íàçâàíèå Âûõîäíûå äàííûå

intersect(x,y) Ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëîâ x è y.

union(x,y) Èíòåðâàë, êîòîðûé ñîäåðæèò

èíòåðâàëû x è y

min(x,y) Âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

min(x,y) = ((x + y)− abs(x− y))/2

max(x,y) Âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

min(x,y) = ((x + y) + abs(x− y))/2

Áóëåâñêèå ôóíêöèè.

Íàçâàíèå Âûäà¼ò èñòèíó (1), êîãäà

isempty(x) x ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì

isentire(x) x ñîâïàäàåò ñ R
eq(x,y) x è y ñîâïàäàþò

subset(x,y) x ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì y

le(x,y) x ìåíüøå èëè ðàâåí y

precedes(x,y) x ìåíüøå y, èíòåðâàëû ìîãóò

èìåòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

interior(x,y) Êàæäàÿ òî÷êà èíòåðâàëà x

ñîäåðæèòñÿ â y, íî íå ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåé y

lt(x,y) x ñòðîãî ìåíüøå y

strictprecedes x íàõîäèòñÿ ñòðîãî ñëåâà îò y

disjoint(x,y) x è y íå ïåðåñåêàþòñÿ

iscommoninterval(x) x ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è

íåïóñòûì

ismember(a,x) Ñîäåðæèò x òî÷êó a
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Ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ äåêîðàöèÿìè.

Íàçâàíèå Îïèñàíèå

newdec(x) Äà¼ò èíòåðâàëó ïîäõîäÿùóþ

äåêîðàöèþ

intervalpart(x) Âîçâðàùàåò íåäåêîðèðîâàííûé

èíòåðâàë

decorationpart(x) Âûäà¼ò äåêîðàöèþ èíòåðâàëà
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