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1. Введение. Необходимость использования 
интервальных вычислений 

Рассмотрим некоторые примеры вычислений на компьютере, исполь-

зующих в качестве приближения одно число. 

Пример 1 ([2]). 

Вычислить интеграл 
1
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1
dxex

e
I xn

n .  

Получим рекуррентную формулу вычисления интеграла, для этого ин-

тегрируем по частям. 
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На разных ЭВМ вычисления по рекуррентной формуле 11  nn InI , 

I0 = 1 – 1/e,  давали разные результаты (таблица). 
 

Тип ЭВМ n=10 n=14 

D2 (Дрезден) 0,084470 14,313816 

Минск32 (Прага) 0,077711 -148,068 

БЭСМ-6 (Новосибирск) 0,083 0,121224 

ЕС-1022 (ВЦ СГУ) -0,0506 -797 

Пример 2. 

Значение выражения 62242 8)44( aabab    при  a = 470832  и  

b = 665857 равно 1. Однако при вычислении, например, на мини-ЭВМ Z80 

с 12-ю знаками получили результат   +5.01023. 

Вычисления в Excel на персональном компьютере типа IBM PC дают 

результат 0. 

Пример 3. (Moore R.E. [12]). 

Пусть 2
1 nn xx   и положим 21

0 101 x .  

Требуется вычислить 75x . Если мы используем десять знаков десятич-

ной арифметики, получим приближённые значения 

.1  ,  ...  ,1  ,1 7510  xxx  
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Если мы используем 20 знаков, получим те же приближённые значе-

ния. Однако точное значение можно оценить сверху следующим образом: 

106,316,3110211021221
75 10})101{()101()101(

212,2275   ex . 

Интервальные методы, применённые к данному примеру, при исполь-

зовании интервальной арифметики с 10-ю знаками дают интервал, близкий 

к [0,1], но при использовании большего количества знаков дадут интервал 

произвольно малой величины. Очевидно, необходимо более 21 знака, что-

бы избежать получения 1. 

В настоящее время существует достаточно большое количество чис-

ленных методов, оперирующих с различными абстрактными математиче-

скими объектами. Одним и наиболее важным из этих объектов является 

вещественное число. Основная проблема, возникающая при применении 

этих методов – соотнесение вычисленного результата и истинного реше-

ния задачи, т.е. оценка погрешности. 

Отметим некоторые причины возникновения погрешностей. 

1. Неточность исходных данных. Значительная часть алгоритмов опе-

рирует не с точными входными данными, а с их приближениями. Такие 

приближения могут возникать, например, при снятии измерений физи-

ческими приборами, при обработке экспертных знаний, как результат 

работы других численных алгоритмов и т.д. 

2. Принципиальная неточность алгоритма. Например, итерационные 

методы дают последовательность приближений искомого решения, как 

правило, его не достигая. 

3. Невозможность точной реализации алгоритма на цифровой вы-

числительной машине. Даже если мы имеем точный алгоритм, не все-

гда можно точно вычислить результат. Пример – вычисление корней 

квадратного уравнения. Соответствующая формула является абсолют-

но точной, однако, если корни уравнения иррациональны, мы можем их 

вычислить только с некоторой точностью. Т.е. источником погрешно-

сти является необходимость округления промежуточных и конечных 

результатов до чисел, представимых на данной машине. 

В настоящее время существует два основных подхода к решению про-

блемы оценки погрешности. Первый из них состоит в замене операндов 

рациональными числами из некоторого конечного множества (множества 

машинных чисел) и построении для каждого численного алгоритма анали-

тической зависимости погрешности результата от погрешности исходных 

данных. Такой подход имеет свои недостатки. Назовём некоторые из них. 

1. Вычисления по формулам, связывающим погрешность исходных дан-

ных с погрешностью результата, сами неизбежно производятся с по-

грешностью. 

2. В формулах, учитывающих погрешность округлений, присутствуют 

параметры (разрядность, основание системы счисления и т.п.), харак-
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теризующие систему команд компьютера, на котором будет происхо-

дить вычисление, что не позволяет применить эти формулы для любой 

вычислительной системы. 

3. В этих формулах невозможно учесть индивидуальную точность опе-

рандов – отсюда грубость оценки конечного результата. 

4. Для достаточно нетривиального вычисления трудность получения 

оценки погрешности результата по сложности бывает сопоставима с 

разработкой самого численного метода. 

5. В случае замены точного значения приближённым, вообще говоря, не 

гарантируется корректность проверки числовых соотношений. Если в 

программе, например, имеется оператор вида 

if  x<0  then  A  else  B, 

а  x   вычисляется приближённо, то нельзя быть уверенным в правиль-

ности ветвления, т.к. например, вычисленное значение 0,00000005 на 

самом деле может соответствовать точному значению –0,00000001. 

Тем не менее, этот подход оказался во многих случаях полезен (осо-

бенно в линейной алгебре) для исследования сравнительной точности и 

устойчивости численных методов, но не позволил гарантировать коррект-

ность вычислений по ветвящимся алгоритмам, а главное – не дал надёжно-

го ответа на вопрос: сколько верных цифр присутствует в полученном чис-

ленном результате. 

Второй подход состоит в том, что неизвестное точное значение заменя-

ется не единственным приближённым числом, как при первом подходе, а 

конечно-представимым множеством элементов, содержащим в себе неиз-

вестный элемент. Простейшим видом такого множества является интервал, 

представимый обычно парой рациональных чисел – границ. Поэтому дан-

ный подход получил название – интервальный. Он позволяет учесть все 

виды погрешностей вычислительного процесса: 

− приближённо известные исходные данные заключаются в гаран-

тированно содержащие точное значение замкнутые интервалы; 

− погрешности округлений лишь несколько расширяют интервалы 

промежуточных результатов; 

− остановка бесконечного математического процесса хотя и ограни-

чивает точность локализации результата, но не приводит к отсут-

ствию гарантированности. 

Главные преимущества интервального подхода – автоматический учёт 

всех видов погрешностей в процессе самого вычисления и гарантирован-

ная точность результата. Если вы получили результат  [2.73212, 2.73916], 

то вам гарантируется верность его первых трёх цифр. Интервальный под-

ход гарантирует корректность проверки числовых соотношений, достаточ-

но предусмотреть в программе все случаи взаимного расположения срав-

ниваемых величин. Благодаря такой гарантированности интервальные вы-
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числения обладают доказательной силой и используются для автоматиза-

ции процесса доказательства. С помощью интервальных вычислений уда-

лось доказать целый ряд важных теорем, предполагающих в процессе до-

казательства сравнение сложных числовых выражений. Кроме того, при-

ложения интервальных вычислений возможны всюду, где неопределён-

ность исходных данных может быть представлена в интервальном виде. 

Во многих случаях такой подход оказался более простым и естественным, 

чем основанный на вероятностно-статистическом подходе. Известны пуб-

ликации, связанные с использованием интервальных вычислений в маши-

новедении, метрологии, биологии, химии, электротехнике, радиоэлектро-

нике, геофизике, геодезии, экономическом планировании и прогнозирова-

нии, теории автоматического управления, космических исследованиях, ав-

томатизированном проектировании, машинной графике, разработке про-

граммного обеспечения, организации пожаротушения и огранке драгоцен-

ных камней.  

Один из самых старых примеров интервального подхода, известных ав-

торам, это предложенный Архимедом способ нахождения отношения дли-

ны окружности к её диаметру (число ). Архимед рассматривал вписанные 

и описанные многоугольники и получал возрастающую последователь-

ность нижних границ и, одновременно, убывающую последовательность 

верхних границ ([12]). Книга Moore R.E. "Interval analysis" положила нача-

ло оформлению интервальных вычислений в самостоятельное математиче-

ское направление. В нашей стране интервальные вычисления начали раз-

виваться с середины 70-х годов. С 1991 года стал выходить журнал «Ин-

тервальные вычисления», переименованный затем в связи с расширением 

тематики статей в «Надёжные вычисления» («Reliable computing»). 

Известные книги на русском языке приведены в списке литературы [1], 

[3], [4], [7], [8]. 

Условно в области развития интервальных вычислений можно выде-

лить три направления: 

− математическое – включающее исследование математических про-

блем интервального анализа; 

− компьютерное – рассматривающее вопросы создания и использова-

ния компьютерных средств для выполнения интервальных вычисле-

ний; 

− прикладное – связанное с применением результатов интервальной 

математики и соответствующих компьютерных средств в различных 

областях науки и техники. 

Возникнув как подход к решению задачи получения гарантированного 

результата, интервальный анализ находит своё применение в исследовани-

ях, объекты которых имеют изначально интервальную природу. Таких, как 

проблема повышения живучести управляемых систем. Например, состоя-

ние человеческого организма характеризуется такими параметрами, как 



 7 

температура тела, давление крови в сосудах, содержание в ней определён-

ных веществ. Для этих параметров существуют некоторые интервалы, в 

пределах которых любое их значение является допустимым для нормаль-

ного функционирования организма. Любая система подвержена влиянию 

разнообразных факторов, которые в количественном выражении могут из-

меняться в каких-либо границах, при этом система остаётся жизнеспособ-

ной (отвечает своему целевому назначению), если её параметры не выхо-

дят за границы допустимых значений. Следовательно, математическая мо-

дель системы может включать различные типы интервальной неопреде-

лённости: 

− интервал рассматривается как приближённые оценки (верхняя и 

нижняя) одного числа, т.е. в данном интервале существует () един-

ственное число, для которого справедливо какое-либо соотношение; 

− интервал рассматривается как множество вещественных чисел, для 

каждого () из которых соотношение справедливо. 

 

2. Интервальная арифметика и её свойства 

Пусть R – множество всех вещественных чисел. Вещественные числа 

будем обозначать строчными греческими буквами, а также латинскими с 

точкой снизу или с чертой снизу или сверху. В классической интервальной 

арифметике под интервалом понимается замкнутое ограниченное подмно-

жество R вида }&|{:],[ xxRxx   . Интервалы обозначим 

строчными латинскими буквами. Множество всех интервалов веществен-

ной оси обозначим I(R): 

}.&,|],[{:)( xxRxxxxxRI   

Симметричным будем называть интервал, у которого  xx  .  

Шириной интервала называется величина  .:)( xxxw   

Середина интервала есть полусумма концов интервала   

.2/)(:)( xxxm   

Абсолютная величина понимается как  }.,max{: xxx   

Расстояние между элементами (метрика) x,yI(R) есть  

},max{:),( yxyxyx  . 

Нетрудно показать, что I(R) с введённой метрикой является полным 

метрическим пространством. 

Другие определения и обозначения: 

).()(
)),(&)(()(

,2/)(:)(   },,min{:)(

yxyx
yxxyyx

xxxsxxx






 

Интервалы с совпадающими концами называются вырожденными ин-

тервалами или вещественными числами. 
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Пусть Rn – множество всех n-мерных вещественных векторов. Через 

I(Rn) обозначим множество всех n-мерных интервальных векторов:  

}.,...,1),(|),...,,({:)( 21 niRIxxxxxRI in
n   

Для элементов x, y этого множества и вещественного вектора  соот-

ношения  

(  x)  (i  xi, i=1,…,n),  (x  y)  (yi  xi, i=1,…,n) понимаются по-

компонентно. Для x,yI(Rn) определим ширину, середину и расстояние 

следующим образом: 

).,(max:),(

,))(),...,(),((:)(

),(max:)(

1

T
21

1

ii
ni

n

i
ni

yxyx

xmxmxmxm

xwxw












 

Арифметические операции над интервалами понимаются следующим 

образом. Пусть * {}, a,bI(R). Тогда 

},|*{:* baba   , 

причём в случае деления 0b. Из определения следует 

]./1,/1[/

}],,,,max{},,,,[min{

],,[

],,[

bbaba

bababababababababa

bababa

bababa









 

Легко видеть, что операции сложения и умножения коммутативны и 

ассоциативны. 

Правила интервального умножения выглядят так 

}].,max{},,[min{     ,0 ,0 )6

];,[     ,0 ,0 )5

];,[     ,0,0 )4

];,[     ,0 ,0 )3

];,[     ,0,0 )2

];,[     ,0,0 )1

babababaabba

babaabba

babaabba

babaabba

babaabba

babaabba













 

Только в последнем случае для нахождения произведения требуется 

четыре умножения, а в остальных достаточно двух умножений. Если a и b 

‒ вырожденные интервалы, то интервальные арифметические операции 

совпадают с арифметическими операциям над вещественными числами. 

Основные свойства интервальных арифметических операций: 

1) a+b=b+a, ab=ba    (коммутативность); 

2) (a+b)+c=a+(b+c), (ab)c=a(bc)  (ассоциативность); 

3) aI(R) a+0=0+a, a1=1a, т.е. 0=[0,0] и 1=[1,1] являются единственны-

ми нейтральными элементами для сложения и умножения соответ-

ственно; 
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4) для невырожденных интервалов не существует обратных по сложению 

и умножению элементов, но  0 a – a,  1a/a; 

5) a(b+c) ab+ac    (субдистрибутивность); 

6) (a  b  &  x  y)  (a*x b*y), где *{}  (монотонность по вклю-

чению); 

7) )*)*(lim()lim&lim( )()()()( bababbaa kk

k

k

k

k

k



 (непрерывность). 

Свойства 1-3 следуют из определения интервальных арифметических 

операций. Непосредственно из определения следует также, что если один 

из операндов является невырожденным интервалом, то и результат также 

невырожден, исключение составляет умножение на ноль. Поэтому для то-

го, чтобы выполнялись равенства   a+b=0 и ac=1, интервалы    a, b, c  

должны быть вырожденными (свойство 4). Свойство 7 легко получить 

непосредственно из определения операций и определения метрики. Дока-

жем свойство 5.  

Пусть  





cb

hhhggg


 :)](),([)(  и   :)](),([)(  

–  интервальнозначные функции вещественной переменной  с границами 

в виде вещественных функций, тогда 

.     

)](max),(min[)](max),(min[

)](max)(max),(min)(min[

))]()((max)),()((min[)(    )(

acab

hhgg

hghg

hghgcba

a ca b

aaaa

aaaa

aa
a b c









  






  

  

  

  






  









 

Для доказательства свойства 6 докажем сначала, что (x  y)  (a*x a*y). 

)*min*min()(((

],*maxmax,*minmin[*

],*maxmax,*minmin[*













xy

yaya

xaxa

yx

ya

xa













 

)*max*max()(((

&))**()**minmin*minmin*(









yx

xaya

yx

xayaxaya









 

.**

)))**()**maxmax*maxmax*(

yaxa

yaxayaxa
yaxa







  

Аналогично можно показать, что (a  b)  (a*y b*y), отсюда  (a*x 

a*y  b*y)  (a*x b*y). 



 10 

Из свойства 6, учитывая, что отношение включения транзитивно, полу-

чаем следующую теорему, называемую основной теоремой интерваль-

ной арифметики. 

Теорема 1 [12]. Если F(x1,x2,…,xn) является рациональным выражением 

от интервальных переменных x1,x2,…,xn, т.е. конечной комбинацией интер-

валов x1,x2,…,xn и конечного набора постоянных интервалов, соединённых 

знаками интервальных арифметических операций, то из   xi  yi  (i = 1,…,n) 

следует  

),...,,F( ),...,,( 2121 nn yyyxxxF   

при любом наборе интервальных чисел, для которого интервальные ариф-

метические операции в выражении имеют смысл (т.е. не встречается деле-

ние на интервал, содержащий нуль). 

 

3. Интервальные расширения вещественных функций 

Для вещественнозначной функции ),...,,( 21 nf   вещественных пере-

менных, T
21 ),...,,( n  ,  T),...,,( 21 naaaa  , )( nRIa  , интер-

вальным расширением будем называть интервальнозначную функцию F 

интервальных переменных nxxx ,...,, 21 , ),...,1  ,( niax ii  такую, что для 

вещественных аргументов имеет место равенство 

),...,,(F),...,,( 2121 nnf   . 

Объединённым интервальным расширением функции f называется 

функция )(xfun , задаваемая равенством  


ni

x

nun

ii

fxf






1

21 ),...,,(:)(


 . 

Очевидно, что если f() – непрерывная функция, то 

axRIxfun    при  )()( . 

Теорема 1 [12]. Если  f: a  I(R) – непрерывная функция, то её объеди-

нённое интервальное расширение также непрерывно. □ 

Непрерывность понимается в смысле метрики , введённой в разделе 2. 

Важным свойством объединённых расширений является то, что из 

x  y следует )()( yfxf unun  . Т.е. объединённое интервальное расшире-

ние является монотонным по включению. 

Теорема 2 [13]. Если F – монотонное по включению интервальное рас-

ширение функции f, то  

),...,,F( ),...,,( 2121 nnun xxxxxxf  . 

Доказательство. В силу монотонности по включению имеем 



 11 





) ),...,,F( ),...,,(F ),...,,(

)),...,,(),...,,( (

212121

2121

nnn

nn

xxxf

xxx




    

).,...,,F(),...,,(),...,,( 2121

1

21

i

nnun

ni
x

n xxxxxxff

i









  □ 

Интервальное расширение определено не однозначно. Например, если 

F(x) – интервальное расширение функции f(), то F(x)+x–x – также являет-

ся интервальным расширением f(). 

Пусть f() – вещественная рациональная функция n вещественных пе-

ременных, естественным интервальным расширением f() называется ра-

циональная интервальная функция F(x), которая получается, если все ве-

щественные переменные в аналитическом выражении для f() заменить 

интервальными, а вещественные арифметические операции заменить соот-

ветствующими интервальными арифметическими операциями. 

Согласно теореме 1 раздела 2 (основная теорема интервальной арифме-

тики) любая рациональная интервальная функция монотонна по включе-

нию. Следовательно, используя естественное интервальное расширение, 

можно получать нижние и верхние границы множества значений рацио-

нальной вещественной функции. Рассмотрим классический пример. 

Пример 1. 

f() = (1 – ), 

её естественным интервальным расширением является функция 

F(x) = x(1 – x). 

При x=[0,1] имеем  

F([0,1])=[0,1](1-[0,1])=[0,1][0,1]=[0,1]. 

Объединённое интервальное расширение 

].4/1,0[]}1,0[|)1({)(  xfun  

Как и утверждает теорема 2, ])1,0([])1,0([ Ffun  .  

Однако, эти значения не равны между собой. Отсюда возникает задача 

нахождения более точных оценок множества значений функции, а также 

встаёт вопрос о точности интервальных оценок, получаемых с помощью 

интервальных расширений. 

Теорема 3 [12]. Пусть ),...,,( 21 nf    – рациональное выражение, в 

котором каждая переменная встречается не более одного раза и только в 

первой степени, ),...,,F( 21 nxxx  –  естественное интервальное расширение 

),...,,( 21 nf  . Тогда 

),...,,F( ),...,,( 2121 nnun xxxxxxf   

для любого набора ),...,,( 21 nxxx , такого, что ),...,,F( 21 nxxx  имеет смысл. 

□ 
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Доказательство этой теоремы легко получается с помощью теоретико-

множественных рассуждений. 

Лемма 1 [13]. Если F – естественное интервальное расширение веще-

ственной рациональной функции f, определённое при x  x*, где   

x, x* I(Rn), то существует такая постоянная  /20, что w(F(x))( /2)w(x) 

при всех xx*. 

Доказательство.  Нетрудно показать, что при любых ,R,  xi, yiI(R) 

справедливы соотношения 

w(  xi+  yi)  | | w(xi) + | | w(yi), 

w(xi  yi)  | xi| w(yi) + |yi| w(xi),                             (3.1) 

w(1/yi)  1/yi
2 w(yi). 

Поскольку значение F(x) естественного интервального расширения вы-

числяется путём выполнения конечного числа интервальных арифметиче-

ских операций над вещественными константами и компонентами вектора x 

и справедливо неравенство nixx i
ni

i ,...1|,|max|| *

1



, то, применяя конечное 

число раз соотношения (3.1), мы получим постоянную  /2 такую, что  

w(F(x))( /2)w(x). □ 

Теорема 4 [12]. Пусть niaxxxxF iin ,...,1,),,...,,( 21  , – рациональная 

интервальная функция, вещественное сужение которой, т.е. функция 

),...,,( 21 nF  , совпадает с вещественной функцией ),...,,( 21 nf  : 

niafF inn ,...,1,),,...,,(),...,,( i2121   . 

Разобьём каждый из интервалов  ai   на равные подынтервалы так, что 

./)()(,
1

pxwxwxx iij

p

j

iji 


  

Тогда существует положительная постоянная    такая, что справедливо 

равенство 

(3.2)                     ,),...,,(),...,( 21

,...,

1

1

1 pnun

jj

njj ExxxfxxF

n

n
  

).(max)()(,0                                 где
1

i
ni

pp xwpEwE


   

Объединение в (3.2) берётся по  j1,…,jn, пробегающим независимо значе-

ния от 1 до p. 

Доказательство. Включение 0Ep   следует из того, что 

.0     где    ,),...,(),...,( Далее

.),...,(),...,,(

......11

,...,

121

212111

1

1

nnnn

n

n

jjjjjjnjjunnjj

jj

njjnun

EExxfxxF

xxFxxxf
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Поскольку   |,|max||      то, ...

,...,

... 21

1

21 n

n

n jjjp

jj

jjjp EEEE   и, учитывая, что 

|,|2)( pp EEw   достаточно показать, что )(max)
2

()(
1

...21 i
ni

jjj xw
p

Ew
n


   

с константой , не зависящей от p, j1,…,jn. Пользуясь леммой, будем иметь  

),()
2

(/)(2)),...,.((

)),...,(()),...,.(()(

1

1121

1

11...

xw
p

pxwxxFw

xxfwxxFwEw

n

nnn

njj

njjnjjjjj

 



 
что и требовалось доказать.  □ 

Выпишем объединённые интервальные расширения для некоторых 

элементарных функций [4, с.63]. 

Тригонометрические функции:  

































.2]2/,2/[

  ,)12(]2/,2/[ если  }],sin,max{sin,1[

,)12(]2/,2/[ 

 ,2]2/,2/[ если  ],1},sin,[min{sin

,)12(]2/,2/[     если  ],sin,[sin

,2]2/,2/[     если  ],sin,[sin

sin













kx

kxxx

kx

kxxx

kxxx

kxxx

x  

cos x = sin (/2–x), 

.  ],ctg,[ctgctg

,2/  ],tg,[tgtg

xkxxx

xkxxx








 

Обратные тригонометрические функции: 

].arcctg,[arcctgarcctg

],arctg,[arctgarctg

],1,1[],arccos,[arccosarccos

],1,1[],arcsin,[arcsinarcsin

xxx

xxx

xxxx

xxxx









 

Гиперболические функции: 



















.0],ch,[ch

,0}],ch,max{ch,1[

,0],ch,[ch

ch

],sh,[shsh

xxx

xxx

xxx

x

xxx

 

Степенная функция xn для натурального n имеет следующее объеди-

нённое расширение: 



 14 





















.0  и чётно -   если  ],||,0[

,0  и чётно -   если  ],,[

,0  и чётно -    иил   нечётно -   если  ],,[

xnx

xnxx

xnnxx

x

n

nn

nn

n  

Для степени  = 1/n,  где n – натуральное:  

],[ nnn xxx   

при  n нечётном, или при n чётном и x0. 

Для степени =m/n, где  m  и  n  взаимно просты: 

],[/ n mn mnm xxx   

при m  и  n нечётных, или при чётном n и x0, 
mnnm xx )(/   

при нечётном  n  и чётном m. 

Для случая, когда степень   – иррациональное число: 

0],,[  xxxx
 . 

Экспонента   

],[],[ xxxxx eeee  . 

Логарифм   

0],ln,[lnln  xxxx . 

При реализации приведённых формул на ЭВМ необходимо учитывать 

некоторые дополнительные свойства элементарных функций, например, 

что sin x [-1,1],  ex >0, arctg x (-/2, /2). Кроме того, учитывая, что чис-

ло    не может быть представлено точно, вместо него нужно использовать 

интервал ],[  , который можно выбрать как угодно узким. Если 

],[sin],,[sin zzxyyx   вычислены с применением интервальной ариф-

метики, то в качестве  sin x   надо взять ]1,1[],[sin  zyx . 

 

4. Множества решений интервального  
алгебраического уравнения. 

Пусть   F:  D  I(Rs)I(Rn)  I(Rm),  F(a,x) –  интервальное расширение 

для  f(,),  

f:  D  RsRn  Rm  и дано уравнение относительно  

f(,)=                                                      (4.1) 

с приближёнными параметрами, так что   

a, b, где aI(Rs), bI(Rm).                                 (4.2) 

Рассмотрим уравнение относительно x 

F(a,x)=b                                                     (4.3) 
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Определение 1. Множеством точечных решений уравнения (4.1) 

называется множество  }),())((|{:   fbaRX n . □ 

Множество точечных решений – это множество всех решений веще-

ственных уравнений (4.1), коэффициенты которых пробегают всевозмож-

ные значения из заданных интервалов. Это трудно описываемое множе-

ство и в реальных задачах требуется найти легко описываемое множество 

(интервал или интервальный вектор), которое гарантированно включает в 

себя это множество (верхнюю оценку), либо множество, которое включа-

ется в него (нижнюю оценку). В связи с этим возникает две задачи. 

Внешняя задача для множества точечных решений. 

Найти минимальный интервальный вектор, содержащий веществен-

ные решения всех уравнений (4.1), коэффициенты которых удовле-

творяют условиям (4.2). Или 

найти минимальный xI(Rn) такой, что 

(a)(b)(x)   f(,)=. 

Легко видеть, что интервальный вектор, удовлетворяющий последнему 

свойству, является внешней оценкой для X. 

Внутренняя задача для множества точечных решений. 

Найти максимальный интервальный вектор, включающийся во мно-

жество решений уравнений (4.1), коэффициенты которых удовлетво-

ряют условиям (4.2). Или 

Найти максимальный xI(Rn) такой, что 

( x)( a)( b)   f(,)=. 

Очевидно, что интервальный вектор с таким свойством является внут-

ренней оценкой для X. 

Минимальность и максимальность в приведённых задачах понимается 

в смысле частичного порядка по включению.  

Определение 2. Допустимым множеством решений уравнения (4.1) 

называется множество  

}),())((|{   fbaRX n

. □ 

Другие возможные характеризации этого множества следующие 

.),(  ))((

,),(  ))()((

bfax

fbax








 

Определение 3. Управляемым множеством решений уравнения (4.1) 

называется множество  

}),())((|{   fabRX n . □ 

Множество точечных решений называют также объединённым множе-

ством решений, а допустимое множество решений - множеством точечных 

включений. 
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Для допустимого и управляемого множеств решений рассматриваются 

задачи внутренней оценки, как более актуальные для прикладных задач. 
 

Внутренняя задача для допустимого множества решений. 

Найти максимальный интервальный вектор, включающийся в допу-

стимое множество решений уравнения (4.1), коэффициенты которого 

удовлетворяют условиям (4.2). Или 

Найти максимальный xI(Rn) такой, что 

( x)( a)( b)   f(,)=. 

Внутренняя задача для управляемого множества решений. 

Найти максимальный интервальный вектор, включающийся в управ-

ляемое множество решений уравнения (4.1), коэффициенты которого 

удовлетворяют условиям (4.2). Или 

Найти максимальный xI(Rn) такой, что 

( x)( b)( a)   f(,)=. 

Определение 4. Алгебраическим интервальным решением уравнения 

(4.3) называется интервальный вектор x,  при подстановке которого в 

это уравнение оно превращается в тождество. □ 

Везде далее мы будем для краткости называть введённое решение алгебра-

ическим решением (что вполне соответствует его смыслу) или, иногда, 

просто решением. Слово “интервальное” подчёркивает его отличие от 

множеств решений в том, что оно является решением интервального урав-

нения в интервальном пространстве, и, следовательно, интервалом. 

Возникает вопрос, связаны ли введённые множества решений уравне-

ния (4.1) между собой, а также с алгебраическим интервальным решением 

уравнения (4.3), и как именно. Выяснением последнего вопроса мы и зай-

мёмся в последующих разделах. Сейчас же заметим только, что множество 

точечных решений включает в себя все другие решения и множества ре-

шений. 

Пример 1. Для уравнения   +=,  где  [1,2],  [2,4] искомые множе-

ства решений есть X=[0,3], X=[1,2], X={}. Заметим также, что допу-

стимое множество решений является ещё и алгебраическим решением ин-

тервального уравнения 

[1,2]+x=[2,4], 

причём  с помощью интервальной арифметической операции вычитания 

мы получим не алгебраическое решение, а множество точечных решений: 

X=[2,4][1,2]=[22,41]=[0,3]. 

Для того чтобы найти алгебраическое решение, нам понадобилось бы до-

бавить к обеим частям уравнения обратный по сложению элемент для ин-
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тервала [1,2], а такого элемента в I(R) не существует. Этим элементом мог 

быть интервал [-1,-2], в самом деле,  

x = [2,4] + [-1,-2] = [1,2]. 

Получили алгебраическое решение. 

Приведённый пример показывает, что в интервальном множестве из-за 

отсутствия для большинства элементов обратных по сложению (и умноже-

нию) эквивалентные преобразования невозможны даже в таком простей-

шем случае.  Поэтому возникает необходимость расширения интервально-

го множества путём добавления в него, так называемых неправильных 

(негативных) интервалов, левый конец которых больше правого. Здесь 

можно провести некоторую аналогию с вещественными числами. Решая 

вещественное уравнение с положительными коэффициентами, и зная, что 

искомое решение также положительно (например, выражает количество 

вещества), мы всё же часто не можем до конца осуществить эквивалентные 

преобразования, оперируя только с положительными числами. Так в мате-

матике возникла настоятельная необходимость введения отрицательных 

чисел. А в интервальной математике возникла необходимость использова-

ния негативных (неправильных) интервалов. 

Следующий пример показывает, решением какого интервального урав-

нения является управляемое множество решений. 

Пример 2. Для уравнения   +=,  где  [2,4],  [1,2] искомые множе-

ства решений есть X=[1,2][2,4]=[3,0], X={}, X=[2,1]. Управляе-

мое множество решений является алгебраическим решением интервально-

го уравнения 

[4,2] + x = [2,1] 

с коэффициентами из расширенного множества интервалов. 

Арифметические операции с неправильными интервалами будут вве-

дены в следующем разделе, здесь отметим только, что сумма вычисляется 

через концы интервалов так же, как и в I(R). 

Пример 3. Рассмотрим введённые множества решений на примере систе-

мы линейных алгебраических уравнений с интервальной неопределённо-

стью параметров. На рис.1 показаны множество точечных решений, допу-

стимое множество решений и внутренние интервальные оценки этих мно-

жеств, управляемых решений для этой системы не существует. 

.
]2,2[

]2,2[
,

]4,2[   ]2,1[

]1,2[    ]4,2[

,,   ,































bA

bbAAbxA

 

}.{   ,
]31,31[

]31,31[
   ,

]4,4[

]4,4[

]1,1[

]1,1[
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Рис.1 

5. Расширенная интервальная арифметика Каухера 

Как видно из примеров предыдущего раздела, невозможно решить по-

ставленные задачи, оставаясь в рамках интервального множества I(R). 

Расширенная интервальная арифметика впервые была предложена Каухе-

ром [11]. Им же были доказаны основные свойства этой арифметики. Сни-

мая ограничение xx  , получим расширенное множество интервалов 

},|],[{:)(* RxxxxxRI  . 

Определение 1. Будем называть интервал )(* RIx  правильным (по-

зитивным), если xx  , неправильным (негативным), если xx  . Интер-

вал, являющийся одновременно правильным и неправильным, будем назы-

вать вырожденным интервалом или вещественным числом. □ 

Ширина, середина, абсолютная величина интервала, расстояние между 

интервалами  и отношение включения определяются так же, как и для ин-

тервалов множества I(R) (с.8). Например, определение включения: 

)&()( yxxyyx  . 

Определим унарные операции для )(* RIx . 

];,[:dual

;)  для сложению по ложный(противопо  ],[:opp

];,[:

xxx

xxxx

xxx







 

X 

X 
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случае.   противном в  ,dual

;правильный  если   ,
:)pr(

x

xx
x  

Перечислим основные свойства введённых операций. Пусть )(* RIx , 

тогда 

1) dual(–x) = –dual(x) = opp(x); 

2) opp(–x) = –opp(x) = dual(x); 

3) dual(opp(x)) = opp(dual(x)) = –x; 

4) pr(–x) = –pr(x). 

Пусть ,  ),(, * yxRIyx  тогда 

1) –x  –y; 

2) dual(x)  dual(y); 

3) opp(x)  opp(y); 

4) pr(x) ∩ pr(y)  {}. 

Доказательство перечисленных свойств оставляем читателю в качестве 

упражнения. 

Для множества интервальных векторов  

},...,1),(|),...,({)( *
1

* niRIxxxxRI in
n   

включение одного интервального вектора в другой будем понимать по-

компонентно.  

Определение 2. Будем называть интервальный вектор )(* nRIx  пра-

вильным, если все его компоненты являются правильными интервалами, 

т.е. ii xxni     ,...,1 , и неправильным, если все его компоненты явля-

ются неправильными интервалами, т.е. ii xxni     ,...1 . Интерваль-

ный вектор, компонентами которого являются вырожденные интервалы, 

будем называть вырожденным или вещественным вектором. □ 

Определение 3. Пусть v, w  I*(Rn)  и  v  w.   Отрезком  <v,w>  в  

I*(Rn)  назовём множество интервальных векторов, удовлетворяющих не-

равенству  

v  x  w.  □ 

Отношения порядка   и <  для I*(R) определим следующим образом: 

)))((()(   yxyx , 

).))((()(   yxyx  

Определение 4. (структурных операций на I*(R)).  

Для  aiI*(R), iI, где I-некоторое множество индексов, следующие 

операции 

],sup,inf[}|{sup: i

Ii
i

Ii
ii

Ii
aaIiaa
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]inf,sup[}|{inf: i
Ii

i
Ii

ii
Ii

aaIiaa





  

будем называть верхней и нижней гранью по включению, соответственно.  

Пример 1.  

].1,5[]6,5[]1,4[    ];5,7[]8,7[]5,4[   ];4,5.3[]6,5.3[]4,3[

];6,4[]6,5[]1,4[    ];8,4[]8,7[]5,4[      ];6,3[]6,5.3[]4,3[








 

Из определения с учётом того, что вещественные числа являются вы-

рожденными интервалами, следует, в частности, для iR 

].inf,sup[  ],sup,inf[ i
Ii

i
Ii

i
Ii

i
Ii

i
Ii

i
Ii




   

Каждому интервалу I*(R)  сопоставим одну из структурных операций 

следующим образом 



 





случае.   противном в   ,

;правильный    ,
:

xx  

Определим теперь арифметические операции над элементами расши-

ренного множества интервалов. 

Определение 5. (арифметических операций на I*(R)).  

Пусть  a,bI*(R), *{+,–,,/} и при делении 0b, тогда 




**
)pr()pr( b

b

a

aba



. □ 

Для правильных интервалов 

}],*,*,*,*max{},*,*,*,*[min{

},|*{sup*

babababababababa

baba



  
 

что совпадает с арифметическими операциями для элементов I(R). 

Для неправильных интервалов 

}].*,*,*,*min{},*,*,*,*[max{

)}dual(),dual(|*{inf*

babababababababa

baba



  
 

Если a – правильный интервал,  b – неправильный интервал, то  

]*minmax,*maxmin[**
)dual()dual()dual(


 bababa

ba


  . 

Если a – неправильный интервал,  b – правильный интервал, то  

]*maxmin,*minmax[**
)dual()dual()dual(


 bababa

ba


  . 

Согласно определению введённые операции можно определить как опера-

ции с границами следующим образом: 

Сложение 

],[ bababa  . 

Вычитание 

],[ bababa  . 
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Умножение 

];,[   ,0,0)4

];,[   ,0,0)3

];,[   ,0,0)2

];,[   ,0,0)1

babaabba

babaabba

babaabba

babaabba









 

}];,max{},,[min{   ,0,0)8

];,[   ,0,0)7

];,[   ,0,0)6

];,[   ,0,0)5

babababaabba

babaabba

babaabba

babaabba









 

].0,0[   ,0,0)10

}];,min{},,[max{   ,0,0)9





abba

babababaabba
 

Остальные случаи сводятся к перечисленным в силу коммутативности 

умножения, которая будет доказана ниже для некоторых случаев, осталь-

ные оставляем читателю в качестве упражнения. 

Деление 

)).pr(0](/1,/1[/1

);/1(/

bbbb

baba




 

Формулы для умножения доказываются несложно, но требуют гро-

моздких выкладок. Докажем формулы умножения для случаев 1), 3), 10). 

1) a0, b0, 

1.1)  a, b  –  правильные интервалы, тогда 

,0    ,0 bbaa    

].,[]maxmax,minmin[

];,[]maxmax,minmin[

bababa

babaab












 

1.2)  a –  правильный интервал, b –  неправильный интервал, тогда 

,0    ,0 bbaa    

].,[]min,max[]maxmin,minmax[

];,[]max,min[]minmax,maxmin[

babaaaba

bababbab











  

1.3)  a, b  –  неправильные интервалы, тогда  

,0    ,0 bbaa    

];,[]minmin,maxmax[ babaab  


 

];.,[]minmin,maxmax[ babaab  


 

3) a0, b0, ( bb  0 , т.е. b  – правильный интервал, 

3.1) a – правильный интервал, ,0 aa    



 22 

],[]max,min[]maxmax,minmin[ bababbab  


, 

для доказательства коммутативности введём следующие вещественные 

функции: 










0если    ,

0  если    ,
:)(






a

a
f                    










0если    ,

0  если    ,
:)(






a

a
g ,  

тогда 

].,[)](max),(min[]maxmax,minmin[ babagfba  


 

3.2) a – неправильный интервал, ,0 aa    

].,[)](max),(min[]minmax,maxmin[

];,[]min,max[]maxmin,minmax[

babagfba

bababbab












 

10) a0,b0, ( bbaa  0  ,0 , т.е. a – неправильный интервал, b  – 

правильный, 

]maxmin,minmax[ 


ab . 

Пусть 










0   если    ,

0   если    ,
:)(






b

b
u          










0   если    ,

0  если    ,
:)(






b

b
v  

Для наглядности рассмотрим графики этих функций (рис.2). 
 

 

Рис.2 

 

].0,0[)](min),(max[  


vuab  

Равенство  ba=[0,0]  доказывается аналогично.  □ 

b

b
b

b
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Если один из интервалов –  вырожденный, получим правило умноже-

ния интервала aI*(R)   на вещественное число R: 










.0   если    ],,[

0   если    ],,[






aa

aa
a  

Свойства умножения 

Пусть ,  ),(, * RRIba   тогда 

1) ab = ba; 

2) (ab)c = a(bc); 

3) dual(a)dual(b) = dual(ab); 

4) –(ab) = (–a)b = a(–b); 

5) (ab) = (a)b = a(b); 

6) (–a)(–b) = ab; 

7) opp(a)opp(b) = dual(ab); 

Из семи основных свойств интервальных арифметических операций 

(см. раздел 2) в расширенной интервальной арифметике не выполняется 

только четвёртое. Обратный элемент по сложению существует для любого 

интервала )(* RIx  и равен opp(x), обратный элемент по умножению су-

ществует для любого интервала, правильная проекция которого pr(x) не 

содержит нуля, он равен 

]./1,/1[:./1 xxx   

В дальнейшем нам понадобится ещё одно определение деления: 

)).pr(0(  )./1(:./ bbaba   

Докажем свойства субдистрибутивности и монотонности по включе-

нию для арифметических операций над элементами I *(R). 

Теорема 1. (о субдистрибутивности). 

Пусть )(,, * RIcba  , тогда 

acabcba  )( , если  a – правильный, 

acabcba  )( , если  a – неправильный. 

Доказательство. 

Обозначим  


 )()(

:)](),([)(     и   :)](),([)(
cprbpr

chhhbggg

   

интервальнозначные функции вещественной переменной    с границами в 

виде вещественных функций, тогда 



 

 )()()()()()(
)()(

cprbpraprcprbprapr

cbacbacba  
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)]).()(),()(([

)])(),([)](),(([)(

)(

)()()()(









hghga

hhggacba

apr

aprcprbprapr












 

Если  a – правильный,  supa , имеем  

.

)()()](max),(min[)](max),(min[

)](max)(max),(min)(min[

))]()((max)),()((min[)(

)()()()(
acabcaba

hghhgg

hghg

hghgcba

cpraprbprapr

a

a

a

aaaaa

aaaa

aa





































 

Если  a – неправильный,   infa , имеем  













 )()()](min),(max[)](min),(max[

)](min)(min),(max)(max[

))]()((min)),()((max[)(













hghhgg

hghg

hghgcba

a

a

a

aaaaa

aaaa

aa

 

.
)()()()(

acabcaba
cpraprbprapr



 


 □ 

Области дистрибутивности. 

Каждый интервал )(* RIa   определяет области дистрибутивности 

D1(a), D2(a), D3(a), D4(a)  и если   r  {1, 2, 3, 4}, что  b, c  Dr(a), то 

a(b + c) = ab + ac.  На  рис.3–5  изображены области дистрибутивности. 
 

Рис. 3                                                            Рис. 4  (0  a) 

 (0  int(pr(a))  (a  0  или  a  0) ) 
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Рис. 5  (0  a) 

 

Теорема 2. (о монотонности по включению). 

Пусть )(,,, * RIyxba  ,   {+,–,,/} тогда 

)**()&( ybxayxba  . 

Доказательство. 
Покажем сначала, что )**()( yaxayx  . 

I. Пусть  a – правильный. 

1) x, y – правильные, для правильных интервалов монотонность по 

включению доказана в разделе 2. 

2) x, y – неправильные 

],*minmax,*maxmin[*

],*minmax,*maxmin[*

)dual()dual(

)dual()dual(









yaya

xaxa

ya

xa









 

(x  y)  (dual(y)  dual(x)),   где  dual(x), dual(y) – правильные интервалы, 

тогда 

;**

)))**(

)**minmax*minmax*(

)*max*min())dual()((dual(

&))**(

)**maxmin*maxmin*(

)*max*max())dual()((dual(

)dual()dual(

)dual()dual(

)dual()dual(

)dual()dual(

yaxa

yaxa

yaxa

xy

xaya

xaya

xy

yaxa

yx

xaya

xy







































 

3) x – неправильный, y – правильный 
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но); транзитиввключения отношение   т.к.,**(

))п.1силу  в(  **&)п.2силу  в(  **(

)&()prpr(

)pr(pr))dual(&)((

],*maxmax,*minmin[*

],*minmax,*maxmin[*
)dual()dual(

yaxa

yaaaxa

xyyx

yxxxyx

ya

xa

yaya

xaxa





























 

 

II. a – неправильный, доказательство аналогично случаю 1, если 

везде 
a

min  заменить на 
)dual(

max
a

, и наоборот. 

 

Итак, мы показали, что yxyaxa    если  ,** , аналогично показы-

вается, что baybya    если  ,** , отсюда утверждение теоремы 

ybyaxa ***  .  □ 

Из этой теоремы непосредственно следует основная теорема интер-

вальной арифметики, которая остаётся верной и для расширенной интер-

вальной арифметики. 

Теорема 3.  Если F(x1, x2, …,xn) – является рациональным выражением от 

интервальных переменных x1, x2, …,xn, т.е. конечной комбинацией интер-

валов x1, x2, …,xn и конечного набора постоянных интервалов, соединён-

ных знаками интервальных арифметических операций, то из xi  yi   

 i=1,…,n  следует  

),...,,F( ),...,,( 2121 nn yyyxxxF   

при любом наборе интервальных чисел, для которого интервальные ариф-

метические операции в выражении имеют смысл (т.е. не встречается деле-

ние на интервал, содержащий нуль).  □ 
 

Как и в I(R), метрика в I*(R) вводится следующим определением 

|}.||,max{|:),( yxyxyx   

Или .|)(|:),( yoppxyx  Для x,y I*(Rn) 

).,(max:),(
1

ii
ni

yxyx 


  

Легко видеть, что для неё также выполняются все аксиомы метрики, 

причём I*(R), как и I(R), с введённой метрикой является полным метриче-

ским пространством, а интервальные арифметические операции непрерыв-

ны, т.е.  
)()()()( lim*lim)*(lim k

k

k

k

kk

k
baba


 .  

В дальнейшем нам понадобятся некоторые свойства метрики [11] 

(x,y), x,yI*(R). 
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Свойства метрики 

Пусть a,b,cI*(R), R, тогда 

1. (a+b, a+c) = (b,c); 

2. (a+b, c+d)  (a,c) + (b,d); 

3. (b, c) = ||(b,c); 

4. (ab, ac)  |a|(b,c). 

Докажем последнее свойство, которое Каухер выводит из более об-

щей теоремы. Мы даём доказательство для I*(R), аналогичное доказатель-

ству Алефельда-Херцбергера [1] для I(R). 

Доказательство свойства 4. Пусть ],[ xxx  , обозначим для удобства  

i(x) = x , s(x) = x . Запишем 4) в виде  

max{|i(ab)–i(ac)|, |s(ab)–s(ac)|}  |a|(b,c). 

Покажем, что |i(ab)–i(ac)|  |a|(b,c). Неравенство |s(ab)–s(ac)|  |a|(b,c) 

доказывается точно также. Для R 

max{|i(b)–i(c)|, |s(b)–s(c)|} = 

= |}||||,||max{||}||,max{| cbcbcbcb    ||(b,c).  (5.1) 

Пусть  i(ab)  i(ac)  (случай   i(ab) < i(ac)  рассматривается аналогично), то-

гда 

1) a – правильный интервал. Из определения интервальной операции 

умножения (см., например, правила умножения 1)–10), приведённые 

выше в этом разделе), следует, что существует такое pr(a), что 

i(c) = i(ac). 

(a – правильный & pr(a))  (a)   (bab)  (i(b)  i(ab))  

(i(b) – i(c)  i(ab) – i(ac))  0)  

(|i(ab) – i(ac)| = i(ab) – i(ac)  i(b) – i(c) = |i(b) – i(c)|. 

Учитывая (5.1), имеем 

|i(ab) – i(ac)|   

  |i(b) – i(c)| = ||(b,c)  ( ||max
)pr(


 a
)(b,c) = |a|(b,c).         (5.2) 

2)  a – неправильный интервал, тогда возьмём такое , что i(b) = i(ab). 

(a – неправильный & pr(a))  (a)   (acc)  (i(c)  i(ac))   

(–i(c)  –i(ac))  (i(b) – i(c)  i(ab) – i(ac))  0)  

(|i(ab) – i(ac)| = i(ab) – i(ac)  i(b) – i(c) = |i(b) – i(c)|. 
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Дальше, как и в п.1, имеет место (5.2).  □ 

Интервальные расширения непрерывных 
вещественных функций на I*(Rn) 

Рассмотрим вещественно-значную функцию многих переменных 

),...,,( 21 nf  , непрерывную по каждой из переменных n ,...,, 21 . 

Пусть )(),...,,( *
21

n
n RIzzzz  T  – множество аргументов, на котором 

мы хотим определить интервальное расширение. Разобьём его на два под-

множества. Из правильных аргументов составим правильный интерваль-

ный вектор T),...,,( 21 pxxxx  , а из неправильных – неправильный интер-

вальный вектор T),...,,( 21 qyyyy  , где p+q=n. Для функции с изменён-

ным порядком следования аргументов сохраним прежнее обозначение 

),( f , где T
21 ),...,,( p  , T

21 ),...,,( q  . Определим для f следу-

ющие интервальные расширения [10]: 

).,(     :),(),,(   :),(
dual

**

dual

* 


fyxffyxf
xyyx 
          (6.1) 

В общем случае эти две функции могут не совпадать. 

Нетрудно видеть, что интервальные арифметические операции, вве-

дённые в разделе 5, являются интервальными расширениями соответству-

ющих вещественных функций (рассматриваемых как функции двух пере-

менных), для которых  f* = f**  (при делении 0pr(b)). Любое рациональное 

выражение, составленное из интервалов и интервальных арифметических 

операций, также будет интервальным расширением соответствующей ве-

щественной функции и f* = f**, если каждая переменная встречается в запи-

си этого выражения не более одного раза. Для введённых интервальных 

расширений справедливы следующие теоремы [10]. 

Теорема 1. f*  f**. 

Доказательство.  

,),(inf sup),(supinf

,),(infsup),(sup inf

)],,(supinf ),,(infsup[

)],,(inf sup),,(sup inf[

*

dualdual

**

**

dualdual

*

dualdual

**

dualdual

*

ffff

ffff

fff

fff

yxxy

xyyx

xyxy

yxyx

































 

 ).()&( *********
ffffff    □ 

Теорема 2. f*(x,y) = dual( f**(dual(x),dual(y)). 
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Доказательство. Непосредственно следует из определений (6.1). □ 

 

Теорема 3. Если  f*(x,y) –  правильный интервал, то 

).,(),(   )dual)(( * yxffyx    

Если f*(x,y) –  неправильный интервал, то 

.),(   )dual))(,(dual)(( *   fyyxfx  

Доказательство.  f – функция непрерывная по каждому аргументу, при 

этом каждый из аргументов принимает значения на замкнутом множестве, 

и, следовательно, функция достигает наибольшего и наименьшего значе-

ния по любому из аргументов при фиксированном значении остальных. 

Поэтому 

)],(minmax),,(maxmin[),(
dualdual

* 


ffyxf
yxyx 

 . 

Докажем первое утверждение теоремы. Предположим противное  

).,(minmax),((или)),(maxmin),((

)dual(()),(),(   )dual)(((

dual
0

dual
0

*
00






ffff

yyxffyx

yxyx 



 

Предположим, что верно первое неравенство (для второго доказатель-

ство аналогично), пусть 0 – точка, где достигается максимум. Тогда 

),(min),( 000 


ff
x

 . 

Т.е. для  0  существует такая точка 0 из интервала (интервального 

вектора) x, значение функции в которой меньше минимального значения 

функции на x. Получили противоречие. 

Докажем второе утверждение теоремы. Как и для первого проведём до-

казательство от противного.  Пусть  

)).,(max(  или  )),(min(

)],(max),,(min[

),(   )dual))(,(dual)(((
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dual
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dual
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dual
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Учитывая, что 

),,(maxmin),(minmax
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имеем  
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  ),(min),(minmax

dual
00

dual

0
dual

0
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. 

В обоих случаях получаем противоречие.  □ 
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Доказательства теорем 4-8 аналогичны доказательству теоремы 3, а 

также следуют из теорем 2-3. Оставляем их читателю в качестве упражне-

ния. 

Теорема 4. Если  f**(x,y) –  правильный интервал, то 

.),(   )))(,()(dual( *   fxyxfy  

Если f**(x,y) –  неправильный интервал, то 

).,(dual),(   ))(dual( ** yxffxy     □ 

Теорема 5.    ),(   ))),(pr()()(dual( * fyxfxy ,  

и если f*(x,y) –  правильный интервал, то 

.),(   )))(,(dual)(dual( *   fxyxfy   □ 

Теорема 6.    ),(   ))),(pr()(dual)(( ** fyxfyx , 

и если f**(x,y) –  неправильный интервал, то 

.),(   )dual))(,(dual)(( **   fyyxfx   □ 

Теорема 7. Если f**(x,y) –  неправильный (и невырожденный) интервал, то 

).,(   )dual))(,(dual( ****  xfyyxf    □ 

Теорема 8. Если f*(x,y) –  правильный (и невырожденный) интервал, то 

).,(dual   )))(,(dual( *** yfxyxf     □ 

 

Связь алгебраического решения интервальной 
системы линейных алгебраических уравнений  
с решениями внутренних задач 

Уравнение вида 

                                                           Ax = b,                                                  (7.1) 

где A – mn матрица, x, b  – векторы соответствующей размерности, aij, xj, 

bi I*(R), i = 1,…,m,  j = 1,…,n, а умножение матрицы на вектор понимается 

в обычном смысле, как   





n

k

kiki xaAx
1

)( , где вместо операций над вещественными числами стоят 

соответствующие интервальные операции, назовём интервальной системой 

линейных алгебраических уравнений (ИСЛАУ). 

Замечание. Уравнение (7.1), вообще говоря, не является линейным, по-

скольку I*(R) не является линейным пространством. Так, в силу свойства 
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субдистрибутивности, для n=m=1, произвольных вещественных  ,  и  ин-

тервалов  x, y выполняется включение 

a(x+y)  ax+ay, если a – правильный, 

a(x+y)ax+ay, если a – неправильный. 

Пусть матрица и правая часть уравнения (7.1) состоят из правильных 

интервалов. Рассмотрим вещественную систему линейных алгебраических 

уравнений 


 bA ,                                                  (7.2) 

коэффициенты которых меняются в интервалах, так что bbAA 


, . 

Для этого уравнения объединённое, допустимое и управляемое множе-

ства решений есть 

}. ))((  |  {

}, ))((  |  {

}, ))((  |  {



















bAAAbbX

bAbbAAX

bAbbAAX







 

Следующие теоремы показывают связь между решениями внутренних за-

дач для этих множеств и алгебраическими решениями соответствующих 

ИСЛАУ. 

Теорема 1. Если правильный интервальный вектор x является макси-

мальным алгебраическим решением уравнения (7.1), то он является мак-

симальной по включению внутренней оценкой допустимого множества 

решений. Т.е. 

) )((&)(   XyxyXx . 

Доказательство. Если Ax=b, то  

niniii xaxaxabmi  ...  ),...,1( 2211 . 

Все интервалы в этом уравнении правильные, как следует из определения 

интервальных арифметических операций, для правильных интервалов это 

означает 

,...

 ),...,1 ,( )1,..., ,( ),...,1(

2211 ininii

ijijjj

b

njanjxξmi








 

и для всей системы 

bAAAx 

   ))(( , 

что эквивалентно следующему 


 bAbbAAx    ))()(( . 

Это и означает, что  x  X.  Докажем теперь, что эта оценка максимальна.  
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Пусть  y  x. Запишем для краткости строку системы (7.1) как  

(ai, x) = ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn .  

В силу монотонности по включению интервальных арифметических 

операций y  x  (ai , y)  (ai , x). Учитывая, что (ai , x) = bi, имеем 

(ai , y)  bi . 

Причём хотя бы для одной строки системы выполняется строгое вклю-

чение, иначе y было бы алгебраическим решением, а это противоречит 

условию теоремы. Таким образом, для некоторого i  

(ai , y)  bi , 

это означает, что   ii
ya

b
ii




),(infinf 


  или  ii
ya

b
ii




),(supsup 


,  где хотя 

бы одно из неравенств строгое. Возьмём пару i, , обеспечивающую стро-

гое неравенство, тогда iiii bb  ),(   или    ),(  . В любом случае 

(i, )  b. Это означает, что 

)  ))()((()  ))(((


 bAbbAAybAAAy  . 

Интервальный вектор y содержит вещественный вектор, который не явля-

ется допустимым решением, и, следовательно,   y  X .  □ 

Теорема 2. Если правильный интервальный вектор x является макси-

мальным алгебраическим решением уравнения 

dual(A)x=b,                                                (7.3) 

то он является максимальной по включению внутренней оценкой объеди-

нённого множества решений. Т.е. 

) )((&)(   XyxyXx . 

Доказательство. Если dual(A)x = b, то  

 

niniii xaxaxabmi dual...dualdual  ),...,1( 2211  . 

 

Для вещественной функции fi (i , )=(i , ) запишем интервальное рас-

ширение fi
* на интервалах dual(ai) = (dual(ai1), dual(ai2), … , dual(ain))  и  

x = (x1, x2, … ,xn), где dual(ai) – неправильный интервальный вектор, а x – 

правильный интервальный вектор. 

niniiii
ax

ii xaxaxafxaf
ii

dual...dualdual),(  ),(dual 2211
** 


 


, 

fi
* (dual ai , x) = bi  (i = 1, … , m). По условию bi (и fi

* (dual ai , x))– правиль-

ный интервальный вектор, тогда по теореме 3 раздела 6 имеем 
 

ininiiii baxξmi   ...  )( )( ),...,1( 2211  

или 
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 ininiiiii bbbaxmi  ...  ))( )()(,...1( 221i1 , 

и для всей системы  


 bAbbAAx    ))()(( . 

Следовательно, каждый вещественный вектор из x является решением ка-

кой-либо вещественной системы (7.2). Это и означает, что   x  X.  Дока-

жем теперь, что эта оценка максимальна.  

В силу монотонности по включению интервальных арифметических 

операций y  x  (dual ai, y)  (dual ai, x). Учитывая, что (dual ai, x) = bi, 

имеем 

(dual ai , y)  bi  . 

Причём хотя бы для одной строки системы выполняется строгое вклю-

чение, иначе y было бы алгебраическим решением, а это противоречит 

условию теоремы. Таким образом, для некоторого i  

(dual ai , y)  bi , 

это означает, что   ii
ay

b
ii




),(supinf 


  или  ii
ay

b
ii




),(infsup 


,  где хотя 

бы одно из неравенств строгое. Пусть   - значение из интервала y, которое 

обеспечивает строгое неравенство, тогда или  ),(sup ii
a

b
ii







 

ii
a

b
i




),(inf
i




. Любое из этих неравенств означает, что интервалы 

],[  и  )],(sup),,(inf[
i

iii
a

i
a

bb
iii


 

 не пересекаются. То есть 

 


 


iiiiiiii
a

bbbab
ii

),(  ))((  или  , 


 . 

Если равенство не выполняется для одной строки системы, то    не явля-

ется решением системы в целом. Таким образом, мы показали, что  

)  ))()(((


 bAbbAAy  . 

То есть, в любом интервальном векторе более широком, чем x, найдётся 

точка, не являющаяся решением ни одной из вещественных систем, и, сле-

довательно,   y  X .  □ 

Теорема 3. Если правильный интервальный вектор x является макси-

мальным алгебраическим решением уравнения  

dual(A)x = dual(b),                                          (7.4) 

то он является максимальной по включению внутренней оценкой управля-

емого множества решений. То есть,  

) )((&)(   XyxyXx . 
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Доказательство. Докажем сначала, x включается в управляемое множе-

ство решений, x удовлетворяет системе (7.4), тогда  

 

ininii bxaxaxami dualdual...dualdual  ),...,1( 2211  . 

 

Левая часть этого равенства является интервальным расширением f* функ-

ции (i , ) на интервальных векторах dual ai  и  x, первый из которых – не-

правильный, а второй – правильный. Это интервальное расширение явля-

ется неправильным интервалом. Тогда по теореме 3 раздела 6 
 





ninii

iii
*

ξα...ξαξα

  aα,xafζxξ,...,mi

2211

)))((dualdual()()(1(
, 

или  

 


 ininiiiiii bξα...ξαξ  αaαbbxξ,...,mi 2211))()()(1( , 

и для всей системы 

 


 bAAAbbx    ))()(( . 

Это и означает, что  x  X.  Докажем теперь, что эта оценка максимальна.  

Пусть  y  x. В силу монотонности по включению интервальных арифме-

тических операций y  x  (dual ai , y)  (dual ai , x). Учитывая, что 

(dual ai , x) = dual bi, имеем 
 

(dual ai , y)  dual bi  . 

 

При этом хотя бы для одной строки системы выполняется строгое 

включение, иначе y было бы алгебраическим решением, а это противоре-

чит условию теоремы. Таким образом, для некоторого i  
 

(dual ai , y)  dual bi ,  

 

это означает, что ii
ay

b
ii




),(supinf 


 или ii
ay

b
ii




),(infsup 


, где хотя бы 

одно из неравенств строгое. Пусть  – та точка y, которая обеспечивает 

строгое неравенство, тогда ii
a

ii
a

bb
iii




),(sup или  ),(inf
i




. Следова-

тельно, iiiiii bba  ),(  или  ),)((  . В любом случае 

) или (  ii bbbb


, такое, что  i  ai  (i, )  b. Итак, мы получили 
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 iiiiii babby ),(  ))()((  . 

Или, для всей системы  

 


 bAAAbby    ))()(( . 

Интервальный вектор y содержит вещественный вектор, не принадлежа-

щий управляемому множеству решений, и, следовательно,   y  X .  □ 

В примере 3 раздела 4 (рис. 1) можно видеть, что приведённые внут-

ренние оценки объединённого и допустимого множеств решений как раз и 

являются алгебраическими решениями уравнений dual(A)x=b  и  Ax=b, со-

ответственно. Доказанные теоремы позволяют сводить внутренние задачи 

к задачам поиска алгебраического решения интервального уравнения в ин-

тервальном пространстве. В следующем разделе мы даём итерационный 

метод для нахождения алгебраического решения ИСЛАУ. 

Итерационный метод решения интервальной 
системы линейных алгебраических уравнений 

Как следует из предыдущего изложения, нахождение максимальных 

внутренних оценок различных множеств решений ИСЛАУ сводится к 

нахождению алгебраического решения соответствующих интервальных 

систем, коэффициенты которых могут быть как правильными, так и непра-

вильными. Поэтому нужно уметь находить это решение в наиболее общем 

случае. Рассмотрим уравнение  

 

Ax = b,                                                    (8.1) 

 

где A – nn матрица, x, b  –  n-векторы, aij, xj, bi I*(R)  (i = 1,…,n,  

j = 1,…,n) и могут быть как правильными, так и неправильными интерва-

лами. Кроме того, будем предполагать, что 0)det(  )( 





 AAprA . При-

ведём (8.1) к следующему виду 

 

x = B(x),                                                 (8.2) 

где  

niaxabxB ii

n

ik
k

kikii ,...,1  , ./))opp((:)(
1

 



.                   (8.3) 

Не нарушая общности, можно считать, что 0pr(aii). В самом деле, если 

0)det(  )pr( 

AAA , то с помощью простой перестановки строк мы все-
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гда можем добиться, чтобы правильные проекции элементов главной диа-

гонали (pr(aii)) не содержали нулей. Очевидно, что алгебраическое реше-

ние уравнения (8.2) одновременно является и алгебраическим решением и 

для (8.1). Неподвижную точку оператора B будем искать по следующей 

итерационной схеме: 

xk+1 = B(xk)  (k = 0,1, …).                                   (8.4) 

 

Выясним условия сходимости этого итерационного процесса. Для этого 

воспользуемся общим принципом сжатия. 

 

Определение 1. Оператор B, действующий в полном метрическом про-

странстве (X,), называется оператором сжатия, если для него выпол-

няется следующее условие  

x,yX   (B(x),B(y))  (x,y)   (0< <1).                     (8.5) 

 

Теорема 1 [5]. Если B – оператор сжатия и замкнутое множество X пере-

водит в себя, то в X существует единственное решение  x*  уравнения  

x = B(x). При этом  x*  может быть получено, как предел последовательно-

сти  {xk},  где  xk+1 = B(xk)  (k = 0,1, …), а x0 – произвольный элемент из X. 

Быстрота сходимости {xk} к решению даётся неравенством 

).,(
1

*),( 01 xxxx
k

k 





   □                              (8.6) 

Теорема 2. Если интервальная матрица A такова, что  i=1,…,n 

|}||,min{|||
1

iiii

n

ik
k

ik aaa 



, то оператор B из (8.2) является оператором 

сжатия. 

Доказательство. Получим условия, при которых B будет оператором 

сжатия. По определению метрики в I*(Rn) (раздел 5, с.27) 

))(,)((max))(),((
1

ii
ni

yBxByBxB 


 , 

пользуясь свойством метрики (4) (раздел 5 с.28), оценим (B(x)i,B(y)i): 
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Т.о. мы получили неравенство 






n
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kkikiiii yxaayBxB
1

),(||| ./1|))(,)((  .                   (8.7) 

Отсюда имеем 

),(||| ./1|),(max||| ./1|

))(,)((
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. 

Таким образом,  B  удовлетворяет условию 

),(||| ./1|))(,)((
1

yxaayBxB
n

ik
k

ikiiii   



.                  (8.8) 

Отсюда следует, что если  i=1,…,n  1||| ./1|
1





n

ik
k

ikii aa , то B – оператор 

сжатия. А это условие эквивалентно условию в формулировке теоремы: 
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Теорема доказана.  □ 

 

Проблема выбора начального приближения для (8.4) состоит в следу-

ющем. Если B является оператором сжатия, то метод сходится при любом 

начальном приближении. Однако полученное в результате приближённое 

решение не даёт гарантированной интервальной оценки. Например, для 

решения задач внутренней оценки необходимо гарантированное включе-

ние приближённого решения в точное.  

Предложенный здесь способ выбора начального приближения обеспе-

чивает получение гарантированной внутренней оценки решения и основан 

на характере монотонности оператора итерационной схемы.  

Определение 2. Оператор B: I*(Rn) I*(Rn) назовём изотонным по 

включению (или просто изотонным), если  (x  y)  (B(x)  B(y)), и ан-

титонным по включению (или просто антитонным), если  

(x  y)  (B(x)  B(y)).  □ 

Теорема 3. Оператор B из (8.2)-(8.3) является антитонным оператором.  

Доказательство. Покажем антитонность операции +opp: если если  

(x  y), то a+opp(x)  a+opp(y). В самом деле 

)).opp()opp(()&(

)&()&()(

],,[)opp(],,[)opp(

yaxaxayayaxa

xyyxyxxyyx

yayayaxaxaxa







 

В силу антитонности  +opp(x) и изотонности интервальных арифмети-

ческих операций оператор  B  является антитонным, как композиция эле-

ментарных изотонных операторов и одного антитонного.  □ 

 

При доказательстве теоремы 2 мы показали, что оператор B удовлетво-

ряет условию (8.8) 

),(||| ./1|))(,)((
1

yxaayBxB
n

ik
k

ikiiii   



, 

откуда 

),()||| ./1|(max))(,)((max))(),((
1

11
yxaayBxByBxB

n

ik
k

ikii
ni
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 , 

или 
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),())(),(( yxyBxB   , 

где 

)||| ./1|(max
1

1







n

ik
k

ikii
ni

aa . 

Если  0<<1, то B есть оператор сжатия. 

Возьмём теперь произвольную точку  zI*(Rn)  и  подберём такое R, 

чтобы (B(z),z)  (1–) . Тогда множество  X:={x: (x ,z)  }  переводится 

оператором B в себя. В самом деле, согласно третьей аксиоме метрики, 

(B(x), z)  (B(x), B(z)) + (B(z),z) (x, z) + (1–)   + (1–)  . 

Мы получили замкнутое множество которое оператор B переводит в 

себя, и, значит, согласно теореме 1, в X существует единственное решение 

x*  уравнения  x=B(x).  

Наиболее простой вариант – взять z=0, тогда 

B(z)i = bi /. aii , 

|,./|max)0,./(max)),((
11

iii
ni

iii
ni

ababzzB


   

обозначим |./|max:
1

iii
ni

ab


 , тогда    выбирается так, чтобы выполня-

лось неравенство 

  (1)     (), 

можно взять 

   (),                                              (8.9) 

где | ./|max:),||| ./1|(max:
1

1
1

iii
ni

n

ik
k

ikii
ni

abaa






   . 

Согласно предыдущим рассуждениям, множество X:={x: (x ,0)  }, где   
из (8.9), содержит x*, неподвижную точку оператора B. 

]).,[],[,...,1()||,...,1(

)|}||,max{|max())0,(max())0,({
11

ττxττniτxni

τxxτxρτxρ

ii
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ni

i
ni




  

Обозначим  w0 – интервальный вектор с компонентами  ],[:0 ττwi  . 

Тогда  X – это отрезок в I*(Rn) 

X = opp(w0), w0, 

а  x*X  означает, что  opp(w0)  x*  w0. 

Возьмём теперь в качестве начального приближения интервальный 

вектор w0. В силу антитонности оператора B справедливо (x*  w0)  

(B(x*)  B(w0)). Так как  B(x*)=x* , то имеем B(w0)  x*  w0,  причём для 
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B(w0)X  (opp(w0)  B(w0)  w0) в силу инвариантности отрезка 

opp(w0), w0. Затем обозначим   v0=B(w0), тогда 

1. v0  x*  w0 – получили двусторонние начальные приближения для x* ; 

2. B(w0)  x*  B(v0)  (в силу антитонности B), отсюда v0 B(v0) (т.к. 

v0=B(w0)  B(v0)) и кроме того B(v0)  w0 (в силу инвариантности 

opp(w0), w0). 

Таким образом, отрезок v0, w0 также инвариантен, а именно, правый ко-

нец переводится оператором B  в левый, а левый – внутрь отрезка.  

Выбирая в качестве начальных приближений v0  и  w0, вычисляем на 

каждом шаге двусторонние приближения по следующей схеме: 

 

vk = B(wk),  wk+1 = B(vk),  (k =1,…,n) .                        (8.10) 

 

На первом шаге имеем 

B(w0) = v0  w0. 

Подействуем на это неравенство оператором B, получим 

v0 = B(w0)  B(v0) = w1  w0, 

учитывая, что v1 = B(w1) и v0  w1 , имеем B(w1)  B(v0), т.е. v1  w1. Следо-

вательно, можно записать  

v0  v1  w1  w0. 

Продолжая этот процесс, получим по индукции 

v0  v1  v2  …  x*  …  w2  w1  w0, 

где x* - неподвижная точка оператора B. Заканчивая процесс на некотором 

шаге, мы получаем внутреннюю и внешнюю оценки искомого решения. Из 

них мы можем выбрать оценку, соответствующую смыслу задачи. В случае 

решения внутренней задачи, мы, естественно, выбираем внутреннюю 

оценку. 

Связь алгебраического решения интервальной 
системы линейных алгебраических уравнений с 
решением внешней задачи [9] 

Внешнюю задачу (раздел 4) переформулируем для интервальной си-

стемы линейных алгебраических уравнений. Здесь и далее мы решаем 

внешнюю задачу, опуская требование минимальности внешней оценки в 

общем случае, но в теореме 2 даётся условие, при котором оценка будет 

минимальной. Дана система интервальных уравнений 

Ax=b,                                                   (9.1) 
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где A – nn матрица, x, b  –  n-векторы, aij, xj, bi I(R)  (i = 1,…,n,  

j = 1,…,n). 

Найти интервальный вектор  xI(Rn)  такой, что x X, где 

} ))((  |  {


 bAbbAAX  . 

Утверждение 1. Множество решений системы (9.1) совпадает со множе-

ством решений системы 

x=Cx+d,                                                 (9.2) 

если  

,

,

bGd

AGIC








 


G  – невырожденная диагональная матрица, 

 I – единичная матрица. 

Доказательство. 

G  – диагональная матрица, следовательно, для любой 

интервальной матрицы  H  подходящего размера справедливо равенство 

}|{ HHHGHG 


, 

а это означает, что ).()( HGHGHH


  Для недиагональной 


G  мож-

но утверждать только, что ).()( HGHGHH


  

Запишем множество решений X для (9.2) 
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Последнее есть множество X для (9.1), поскольку 

).)()(())(( AGAGIICIAGIC


   □ 

Пример. 

Если для интервальной системы 



















]240,60[

]120,0[

]3,2[]2,1[

]1,0[]3,2[
x  

положить  
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5.00

05.0
:G , 

то множество решений исходной системы совпадает со множеством реше-

ний системы 
























]120,30[

]60,0[

]0,5.0[]5.0,1[

]0,5.0[]0,5.0[
xx .  □ 

Понятно, что описанное здесь сведение не является единственно воз-

можным и приводится как пример возможного преобразования (9.1) в 

(9.2). 

Теорема 1 [1]. Пусть C – интервальная  nn-матрица. Итерационный про-

цесс в I(Rn) 

x(k+1) := Cx(k) + d,    k  0,                                   (9.3) 

для любого начального приближения  x(0)  сходится к единственной непо-

движной точке x*I(Rn)  интервального отображения  

T(x) = Cx + d,                                            (9.4) 

тогда и только тогда, когда спектральный радиус  r(|C|)  матрицы |C|, со-

ставленной из модулей элементов  C, меньше 1. 

 

Доказательство.  

Достаточность. Пусть также  - векторная метрика (вектор, компонентами 

которого являются расстояния между компонентами интервальных векто-

ров), тогда 

(T(x),T(y)) = (Cx+d, Cy+d)  |C|(x,y). 

 

Из того, что r(|C|)<1 и |C|>0 (0 – нулевая матрица соответствующего разме-

ра), следует существование матрицы (I–|C|)-1 и соотношение  
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1 .0|||||)|(
j

m

j

jj CCCI  

Тогда мы получаем для любых k и m1 

),(|||)|(),(||),( )0()1(1
1

0

)()1()()( xxCCIxxCxx k
m

j

kkjkmk  




   . 

Так как 0||lim 


k

k
C  ([6], с.180), последовательность 

0
)( }{

k
kx  удовле-

творяет условию Коши. Т.к. пространство I(Rn) – полно, а отображение T 

непрерывно (следует из непрерывности интервальных арифметических 

операций), мы получаем  
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)(иlim ***)( xTxxx k

k



. 

Единственность неподвижной точки следует из соотношений 

0)||(и),(||))(),((),( 1******  CIyxCyTxTyx  . 

Итак, условие r(|C|)<1 достаточно для сходимости метода, существования 

и единственности неподвижной точки. 

Необходимость. Пусть итерационный процесс (9.3) сходится к единствен-

ной неподвижной точке x* при любом начальном приближении. Известно, 

что вещественная неотрицательная матрица  |C|  имеет неотрицательный 

собственный вектор, соответствующий собственному значению  =r(|C|). 

Обозначим .))(),...,(),((:)( T
10 nxwxwxwxwid   

)()(limlim *)(*)( xwidxwidxx k

k

k

k



. 

Выберем теперь x(0) так, чтобы wid(x(0)) был собственным вектором, со-

ответствующим собственному значению =r(|C|) матрицы |C|, причём хотя 

бы одна компонента вектора wid(x(0)) была строго больше, чем соответ-

ствующая компонента вектора wid(x*). 

Предположим противное, что r(|C|)1, тогда 

wid(x(1)) = wid(Сx(0) +d) = wid(Сx(0))+wid (d)  wid (Сx(0))  

 |С|wid(x(0)) = =wid(x(0))  wid (x(0)), 

wid(x(2))  |С|wid(x(1))  |С|wid(x(0))=2wid(x(0))  wid(x(0)). 

Для произвольного k получаем 

wid(x(k+1))  |С|wid(x(k))  … k+1wid(x(0))  wid(x(0)). 

Переходя к пределу при k, получаем 

wid(x*)  wid(x(0)), 

что противоречит выбору x(0). Поэтому верно r(|C|)<1.  □ 

 

Теорема 2 [1]. Пусть C – интервальная  nn-матрица, для которой  

r(|C|)<1. Тогда для неподвижной точки x* интервального отображения (9.4) 

(которая существует и единственна в силу теоремы 1) выполнено соотно-

шение 
*1 },|){( xddCCdCI 


 , 

т.е. эта неподвижная точка x* является внешней интервальной оценкой 

множества решений интервальной системы (9.2). 
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Если при этом njnicij ,...,1,,...,10   (все компоненты матрицы C – 

неотрицательные интервалы), то  x* – минимальная внешняя оценка, т.е. 

yXxy  )( * . 

Доказательство. ||||)( CCCC 


. Тогда спектральные радиусы 

этих матриц связаны соотношением   

1|)(||)(|)( 


CrCrCr . 

Следовательно, матрица 


 CI  – невырождена и система 


 dxCx  имеет 

решение ddCCdCIx 


 и)( 1 . Возьмём любое решение 


x  этой системы в качестве начального приближения для итерационного 

процесса (9.3). Тогда из монотонности по включению интервальных ариф-

метических операций следует, что 

)1()0()0( xdCxdxCxx 


, 

и для произвольного k  
)1()( 


kk xdCxdxCx . 

Из r(|C|)<1 следует, что *)(lim xx k

k



, а потому и *xx 


. Так как x* не за-

висит от выбора начального вектора, то мы получили 

)())(( ** xXxxXx   
, т.е. x* является внешней интервальной 

оценкой объединённого множества решений. 

Для доказательства второй части теоремы построим вещественные век-

торы xx, , составленные соответственно из нижних и верхних границ x*. 

Тогда из x*=Cx*+d следует по правилам интервальной арифметики, что  

dxCxdxCx 


***
и , 

где  
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C   

Из этих равенств следует, что xx,  являются решениями вещественных си-

стем, т.е. элементами множества X. Следовательно, любой интервал, 
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включающийся в x*, не содержит одно (или оба) из этих вещественных ре-

шений, а, значит, и не включает X. □ 

Классические результаты теорем 1 и 2 переформулируем в виде теоре-

мы 3. 

Теорема 3. Если интервальная  nn-матрица C такова, что  r(|C|)<1, то 

dI(Rn) алгебраическое решение уравнения 

x=Cx+d 

существует, единственно и является внешней интервальной оценкой объ-

единённого множества решений этого уравнения.  □ 

Этот результат можно распространить на случай нелинейных систем.  

 

Определение 1. Интервальное отображение  F: I(Rn)I(Rn)  назовём  

P-сжатием (или P-сжимающим), если существует неотрицательная 

матрица P со спектральным радиусом r(P)<1 такая, что  

x,yI(Rn)  (F(x),F(y))  P(x,y), 

где  – векторная метрика  на  I(Rn). 

Теорема 4. Пусть f(,) –  рациональная функция от ,, т.е. аналитиче-

ское выражение для f есть конечная комбинация символов переменных и 

арифметических операций, и пусть F(a,x) – естественное интервальное 

расширение f. Если для некоторого фиксированного a отображение 

F: I(Rn)I(Rn) (xF(a,x)) является P-сжатием, то интервальная система 

уравнений 

x=F(a,x)                                                  (9.5) 

имеет единственное алгебраическое решение x*I(Rn), и для него справед-

ливо соотношение  

{Rn | (a)   = f(,)}  x*. 

(Алгебраическое решение системы уравнений (9.5) является внешней ин-

тервальной оценкой объединённого множества решений). 

 

Доказательство. (r(P)<1 & P  0)   

((I  P)-1  0)(
1

00

1  









m

i

i

i

i PPPI ). 

Рассмотрим итерационный процесс  

x(k+1) = F(a, x(k)). 

 k, m1 
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0lim 


k

k
P  (см. [6], c. 180). Отсюда, последовательность {x(k)} удовлетво-

ряет условию Коши. Так как пространство полно, а отображение F являет-

ся P-сжатием и потому непрерывно, мы получаем 

),(&lim ***)( xaFxxx k

k



. 

Единственность неподвижной точки следует из соотношений  

(x*, y*) = (F(a, x*), F(a, y*))  P(x*, y*)   и  (I  P)-1  0. 

Докажем теперь, что  X  x*. Пусть 


Xx , тогда возьмём  


 xx :)0( , 

имеем 
)1()0( ),(),( xxaFxafxx 


. 

В силу монотонности по включению 
)2()1()0()1( ),(),( xxaFxaFx  . 

Продолжая рассуждения, для произвольного k получим  
)()2()1()0( ... kxxxxx 


. 

Перейдя к пределу, получим *)()*( xXXxxx  
.  □ 

 

Итерационный метод решения внешней задачи 

В предыдущем разделе было доказано, что алгебраическое решение 

уравнения 

x = Cx + d                                             (10.1) 

является внешней интервальной оценкой объединённого множества реше-

ний этого уравнения. Таким образом, отыскивая решение интервального 

уравнения в интервальном пространстве  I(Rn), мы находим внешнюю 

оценку всех возможных решений вещественных систем уравнений, коэф-

фициенты которых пробегают всевозможные значения из соответствую-

щих интервалов. В теореме 1 предыдущего раздела была также предложе-

на следующая итерационная схема нахождения алгебраического интер-

вального решения этого уравнения 

x(k+1) = Cx(k) + d                                          (10.2) 

и получены условия существования и единственности решения (r(|C|)<1).  

Как и в любом интервальном итерационном методе, здесь мы должны 

на каждом шаге получать гарантированные оценки решения. И хотя при 

данном условии последовательность приближённых решений сходится для 

любого начального приближения, нет никакой гарантии, что приближён-

ное решение будет включать точное решение. Поэтому важно выбрать 

начальное приближение так, чтобы оно заведомо включало точное реше-

ние x*  x(0). Найдём отрезок Х, инвариантный относительно оператора Т 
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T(x):=Cx+d. 

Для этого получим условие, при котором он является оператором сжатия. 

Заметим, что нахождение собственного значения матрицы является само-

стоятельной вычислительной задачей, и поэтому условие r(|C|)<1 трудно-

проверяемо и не может использоваться для выбора начального приближе-

ния. Ниже используется определение метрики, введённое в разделе 5. 
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Обозначим 
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Например, для z=0  T(z)=d, тогда 
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Аналогично тому, как это было показано в разделе 8, легко показать, что 

множество X:={x: (x ,z)  } оператором Т переводится в себя. Это множе-

ство есть отрезок в I*(Rn) 

X = opp(x(0)), x(0), 

где x(0)=([–,], … , [–,])T. 

В силу того, что интервальные арифметические операции изотонны по 

включению, оператор итерационной схемы  T   является изотонным, отсю-

да получаем 

(x*  x(0))( x*=T(x*)  T(x(0)) = x(1)). 

Множество X оператором Т переводится в себя, следовательно, x(1)  x(0). 

Получили  
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x*  x(1)  x(0), 

(T(x(1))  T(x(0)) = x(1))  (x(2)  x(1)) 

Продолжая рассуждения, для произвольного k получим  

x*  x(k)  x(k–1)  …  x(2)  x(1)  x(0). 

На любом шаге имеем гарантированное включение точного решения в 

приближённое. 
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